
数理逻辑中的定义、定理、方法 1

1 定义

1. 命题
非真即假的陈述句称作命题。

Remark
悖论不是命题。

2. 原子命题
不能被分解为更简单的命题称作简单命题。

3. 命题的真值
作为命题的陈述句所表达的判断结果称作命题的真值。真值的取值为真或假。

真值为真的命题为真命题，真值为假的命题为假命题。

4. 逻辑联结词

• 否定联结词
设 p为命题，复合命题“非 p”或“p的否定”称作 p的否定式，记作 ¬p.规定 ¬p
为真当且仅当 p为假。

• 合取联结词
设 p, q为两个命题，复合命题“p并且 q”或“p与 q”称为 p与 q的合取式，记作

p ∧ q。规定 p ∧ q为真当且仅当 p与 q同时为真。

• 析取联结词
设 p, q为两个命题，复合命题“p或 q”称为 p与 q的析取式，记作 p∨ q。规定 p∨ q

为假当且仅当 p与 q同时为假。

• 蕴涵联结词
设 p, q为两个命题，复合命题“如果 p,则 q”称为 p与 q的蕴涵式，记作 p → q,并
称 p是蕴涵式的前件，q为蕴涵式的后件。规定 p → q为假当且仅当 p为真且 q为

假。

• 等价联结词
设 p, q 为两个命题，复合命题“p当且仅当 q”称为 p与 q 的等价式，记作 p ↔ q。

规定 p ↔ q为真当且仅当 p与 q同时为真或同时为假。

• 与非联结词
设 p, q为两个命题，复合命题“p与 q的否定式”称作 p, q的与⾮式，记作 p ↑ q。规

定 p ↑ q为真当且仅当 p与 q不同时为真。

• 或非联结词
设 p, q为两个命题，复合命题“p或 q的否定式”称作 p, q的或⾮式，记作 p ↓ q。规

定 p ↓ q为真当且仅当 p与 q同时为假。

5. 合式公式

• 单个命题变项和命题变项是合式公式

• 若 A是合式公式，则 (¬A)是合式公式

• 若 A,B 是合式公式，则 (A ∧B), (A ∨B), (A → B), (A ↔ B)是合式公式。
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• 有限次地应用前三个方法形成的符号串是合式公式

6. 公式的层次

• 若公式 A是单个的命题变项，则称 A为 0层公式

• 称 A是 n+ 1(n ≥ 0)层公式是指下面情况之一

◦ A = ¬B,B 是 n层公式

◦ A = B ∧ C,其中 B,C 分别为 i层和 j 层公式，且 n = max(i, j)

◦ A = B ∨ C,其中 B,C 分别为 i层和 j 层公式，且 n = max(i, j)

◦ A = B → C,其中 B,C 分别为 i层和 j 层公式，且 n = max(i, j)

◦ A = B ↔ C,其中 B,C 分别为 i层和 j 层公式，且 n = max(i, j)

• 若公式 A的层次为 k.则称 A为 k层公式。

7. 赋值
设 p1, p2, . . . , pn 是出现在公式 A中的全部命题变项，给 p1, p2, . . . , pn 各指定一个真值，

称为对 A的一个赋值或解释。若指定的一组值使 A为 1,则称这组值为 A的成真赋值；

若使 A为 0,则称这组值为 A的成假赋值。

8. 命题公式的种类
设 A为任一命题公式

• 若 A在它的各种赋值下取值均为真，则称 A为重⾔式或⽤真式

• 若 A在它的各种赋值下取值均为假，则称 A为⽭盾式或永假式

• 若 A不是矛盾式，则称 A为可满⾜式

9. 等值
设 A,B是两个命题公式，若 A,B构成的等价式 A ↔ B为重言式，则称 A与 B是等值

的，记作 A ⇔ B.

10. 文字
命题变项及其否定统称作⽂字。

11. 简单析取式
仅有有限个文字构成的析取式称作简单析取式。

12. 简单合取式
仅有有限个文字构成的合取式称作简单合取式。

13. 范式
由有限个简单合取式的析取构成的命题公式称作析取范式。

由有限个简单析取式的合取构成的命题公式称作合取范式。

析取范式与合取范式统称作范式。

Remark
范式不一定唯一。如：

p ∧ q ∧ r是范式，p ∧ q ∧ r ∧ (r ∨ ¬r)也是范式
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14. 极小项
在含有 n个命题的简单合取式中，若每个命题变项和它的否定式恰好出现一个且仅出现

一次，而且命题变项或它的否定式按照下表从小到大或按照字典顺序排列，称这样的简

单合取式为极⼩项。

若极小项的成真赋值所对应的二进制数等于十进制数 i,就将这个极小项记作mi.
Remark
如：p1 ∧ ¬p2 ∧ p3的成真赋值所对应的二进制数 101等于十进制数 5,故可将其记作m5.

15. 极大项
在含有 n个命题的简单析取式中，若每个命题变项和它的否定式恰好出现一个且仅出现

一次，而且命题变项或它的否定式按照下表从小到大或按照字典顺序排列，称这样的简

单析取式为极⼤项。

若极大项的成假赋值所对应的二进制数等于十进制数 i,就将这个极小项记作Mi.
Remark
如：p1 ∨ ¬p2 ∨ p3的成假赋值所对应的二进制数 010等于十进制数 3,故可将其记作M3.

16. 主析取范式
所有简单合取式都是极小项的析取范式称为主析取范式。

17. 主合取范式
所有简单析取式都是极大项的合取范式称为主合取范式。

18. n元真值函数
称 F : {0, 1}n → {0, 1}为n元真值函数

Remark
n元真值函数有 22

n

个

19. 联结词完备集
设 S 是一个联结词集合，如果任何 n(n ≥ 1)元真值函数都可以有仅含 S 中的联结词构

成的公式表示，则称 S 是联结词完备集。

20. 推理
已知的命题公式集合称为前提，从前提出发应用推理规则推出的命题公式称为结论，从

前提出发推出结论的思维过程称为推理。

设前提的集合为 Γ,结论为 B，则记推理为 Γ ⊢ B.

21. 有效推理
设 A1, A2, . . . , Ak 和 B 都是命题公式，若对于 A1, A2, . . . , Ak 和 B 中出现的命题变项的

任意一组赋值，或者 A1 ∧A2 ∧ · · · ∧Ak 为假，或者 A1 ∧A2 ∧ · · · ∧Ak 为真时 B也为真，

则称由前提 A1, A2, . . . , Ak 推出结论 B的推理是有效推理，并称 B为有效的结论。记作

Γ ⊨ B.否则，记为 Γ ⊭ B.

22. 形式系统
一个形式系统I 由下面 4个部分组成

• 非空的字母表 A(I)

• A(I)中符号构造的合式公式集 E(I)
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• E(I)中一些特殊的公式构成的公理集 AX(I)

• 推理规则集 R(I)

将 I 记为 4元组 ⟨A(I), E(I), AX(I), R(I)⟩.其中 ⟨A(I), E(I)⟩是 I 的形式语⾔系统，而

⟨AX(I), R(I)⟩是 I 的形式演算系统。

23. 自然推理系统
⾃然推理系统 P定义如下

• 字母表

◦ 命题变项符号
p, q, r, . . . , pi, qi, ri, . . . (i ≥ 1)

◦ 联结词符号
¬,∧,∨. →,↔

◦ 括号与逗号
(, ), ,

• 合式公式

• 推理规则

◦ 前提引入规则
在证明的任何步骤都可以引入前提

◦ 结论引入规则
在证明的人和步骤所得到的结论都可以作为后继证明的前提

◦ 置换规则
在证明的任何步骤，命题公式中的字公式都可以用等值的公式替换，得到公式

序列中的又一公式。

24. 证明
设前提 A1, A2, . . . , Ak，结论 B和公式序列 C1, C2, . . . , Cl.如果每一个 i(i = 1, 2, . . . l),Ci

是某个 Ai 或者可由序列中前面的公式应用推理规则得到，并且 Cl = B,则称公式序列
C1, C2, . . . , Cl 是由 A1, A2, . . . , Ak 推出 B 的证明。

25. 个体词
个体词是指所研究对象中可以独立存在的具体的或抽象的客体。

将表示具体的或特定的客体的个体词称作客体常项。常用小写字母 a, b, c等表示。

将表示抽象或泛指的个体词称作个体变项。常用 x, y, z等表示。

26. 个体域
个体变项的取值范围称作个体域。

全总个体域是由宇宙间一切事物组成的。

27. 谓词
谓词是用来刻画个体词性质及个体词之间相互关系的词，常用 F,G,H 等表示。

28. 量词
表示个体常项或变项之间数量关系的词称作量词。
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• 全称量词
“一切的”“所有的”等词统称作全称量词，用符号 ∀表示，∀x表示个体域里所有的
个体 x，其中个体域是事先确定的。

• 存在量词
“存在”“有一个”等词统称作存在量词，用符号 ∃表示，∃x表示个体域里有一个个
体 x.
Remark
“存在 x满足性质 p,使得 q.”符号化应为 ∃x(p ∧ q)

29. 一阶语言
用于一阶逻辑的形式语言是⼀阶语⾔。

30. 一阶语言的字母表
设 L是一个非逻辑符号集合，由 L生成的一阶语言L 的字⺟表包括下述符号：

• 非逻辑符号

◦ L中的个体常项符号，常用 a, b, c . . .表示

◦ L中的函数符号，常用 f, g, h . . .表示

◦ L中的谓词符号，常用 F,G,H . . .表示

• 逻辑符号

◦ 个体变项符号，常用 x, y, z . . .表示

◦ 量词符号 ∀,∃

◦ 联结词符号 ¬,∧,∨,→,↔

◦ 括号与逗号 (, ), ,

31. 一阶逻辑的项
一阶语言L 的项的定义如下

(a) 个体常项符号和个体变项符号是项

(b) 若 φ(x1, x2, . . . , xn)是 n元函数符号，t1, t2, . . . , tn是 n个项，则 φ(t1, t2, . . . , tn)是

项

(c) 所有的项都是由以上两条得到的

32. 一阶逻辑的原子公式
设 R(x1, x2, . . . , xn)是一阶语言L 的 n元谓词符号，t1, t2, . . . , tn是L 的 n个项，则称

R(t1, t2, . . . , tn)是L 的原⼦公式。

33. 一阶逻辑的合式公式
一阶语言L 的合式公式定义如下

• 原子公式是合式公式

• 若 A是合式公式，则 (¬A)也是合式公式

• 若 A,B 是合式公式，则 (A ∧B), (A ∨B), (A → B), (A ↔ B)也是合式公式

• 若 A是合式公式，则 ∀xA和 ∃A也是合式公式
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• 只有有限次地应用上述四条构成的符号串才是合式公式

34. 指导变元与辖域
在公式 ∀xA和 ∃xA中，称 x为指导变元，A为量词的辖域。在 ∀x和 ∃x中，x的所有

出现都称作约束出现，A中不是约束出现的其他变项均称作⾃由出现。

35. 闭式
设 A是任意的公式，若 A中不含自由出现的个体变项，则称 A为闭式。

36. 一阶语言的解释
设L 是由 L生成的一阶语言,L 的解释I 由下面 4部分组成

• 非空个体域 DI

• 对每一个个体常项符号 a ∈ L,有一个 ā ∈ DI ,称 ā为 a在 I 中的解释

• 对每一个 n元函数符号 f ∈ L,有一个 DI 上的 n元函数 f̄ : Dn
I → DI ,称 f̄ 为 f 在

I 中的解释

• 对每一个 n元谓词符号 F ∈ L，有一个 DI 上的 n元谓词常项 F̄ ,称 F̄ 为 F 在 I 中

的解释

37. 一阶逻辑的公式的种类
设 A是一公式

• 若 A在任何解释和该解释下的任何赋值均为真，则称 A是永真式

Remark
不称一阶逻辑中的永真式为重言式。

• 若 A在任何解释和该解释下的任何赋值均为假，则称 A是⽭盾式

• 若至少存在一个解释和该解释下的一个赋值使 A为真，则称 A是可满⾜式

38. 代换实例
设A0是含命题常项 p1, p2, . . . , pn的命题公式，A1, A2, . . . , An是n个谓词公式，用Ai(1 ≤
i ≤ n)处处替代 A0中的 pi,所得公式 A称为 A0的代换实例。

39. 前束范式
具有如下形式

Q1x1Q2x2 · · ·QkxkB

的一阶逻辑公式称作前束范式，其中 Qi(1 ≤ i ≤ k)为 ∀或 ∃,B 为不含量词的公式。

2 定理

1. 代替规则
设 A是一个命题公式，含有命题变项 p1, p2, . . . , pn,又设 A1, A2, . . . , An是任意的命题公

式。对每一个 i,将 pi 在 A中的出现都替换为 Ai,得到的新命题公式记作 B.那么，若 A

是重言式,则 B 是重言式

2. 置换规则
设A,B是命题公式，映射Φ构成新的命题公式Φ(A),Φ(B).那么，若A ⇔ B,则Φ(A) ⇔
Φ(B).
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3. 等值式模式

•
A ⇔ ¬¬A

•
A ⇔ A ∨A,A ⇔ A ∧A

•
A ∨B ⇔ B ∨A,A ∧B ⇔ B ∧A

•

(A ∨B) ∨ C ⇔ A ∨ (B ∨ C)

(A ∧B) ∧ C ⇔ A ∧ (B ∧ C)

•

A ∨ (B ∧ C) ⇔ (A ∨B) ∧ (A ∨ C)

A ∧ (B ∨ C) ⇔ (A ∧B) ∨ (A ∧ C)

•
¬(A ∨B) ⇔ ¬A ∧ ¬B,¬(A ∧B) ⇔ ¬A ∨ ¬B

•
A ∨ (A ∧B) ⇔ A,A ∧ (A ∨B) ⇔ A

•
A ∨ 0 ⇔ A,A ∧ 1 ⇔ A

•
A ∨ ¬A ⇔ 1, A ∧ ¬A ⇔ 0

•
A → B ⇔ ¬A ∨B

•
A ↔ B ⇔ (A → B) ∧ (B → A)

•
A → B ⇔ ¬B → ¬A

•
A ↔ B ⇔ ¬A ↔ ¬B

•
(A → B) ∧ (A → ¬B) ⇔ ¬A

4. 简单析取式、简单合取式的性质

• 一个简单析取式是重言式当且仅当它同时含某个命题变项及它的否定式
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• 一个简单合取式是矛盾式当且仅当它同时含某个命题变项及它的否定式

5. 范式的性质

• 一个析取范式是矛盾式当且仅当它的每个简单合取式都是矛盾式

• 一个合取范式是重言式当且仅当它的每个简单析取式都是重言式

6. 范式存在定理
任一命题公式都存在与之等值的析取范式与合取范式

7. 极小项与极大项的性质
设mi与Mi是命题变项含 p1, p2, . . . , pn的极小项和极大项，则

¬mi ⇔ Mi,¬Mi ⇔ mi

此外，

¬

(
m∨
i=0

mki

)
⇔
∨
t̸=ki

mt

¬

(
m∧
i=0

Mki

)
⇔
∧
t̸=ki

Mt

Remark
如：设命题变项含 p1, p2, p3,则

¬ (m1 ∨m3 ∨m5) ⇔ m0 ∨m2 ∨m4 ∨m6 ∨m7

主范式存在定理

任何命题公式都存在与之等值的主析取范式和主合取范式，并且是唯一的。

8. 常见的联结词完备集

• {¬,∧,∨}

• {¬,∧,∨,→}

• {¬,∧,∨,→,↔}

• {¬,∧}

• {¬,∨}

• {¬,→}

• {↑}

• {↓}

9. 有效推理的判定
命题公式 A1, A2, . . . , Ak 推出 B 的推理正确当且仅当

A1 ∧A2 ∧ · · · ∧Ak → B

是重言式。

10. 推理定律
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• 附加律
A ⇒ (A ∨B)

• 化简律
(A ∧B) ⇒ B

• 假言推理
(A → B) ∧A ⇒ B

• 拒取式
(A → B) ∧ ¬B ⇒ ¬A

• 析取三段论
(A ∨B) ∧ ¬B ⇒ A

• 假言三段论
(A → B) ∧ (B → C) ⇒ (A → C)

• 等价三段论
(A ↔ B) ∧ (B ↔ C) ⇒ (A ↔ C)

• 构造性二难
(A → B) ∧ (C → D) ∧ (A ∨ C) ⇒ (B ∨D)

特殊形式

(A → B) ∧ (¬A → B) ⇒ B

• 破坏性二难
(A → B) ∧ (C → D) ∧ (¬B ∨ ¬D) ⇒ (¬A ∨ ¬C)

11. 命题逻辑中命题种类与一阶逻辑中命题种类的关系

• 重言式的代换实例都是永真式

• 矛盾式的代换实例都是矛盾式

12. 一阶逻辑等值式

• 消去量词等值式
设个体域为有限集 D = {a1, a2, · · · , an},则有

∀xA(x) ⇔ A(a1) ∧A(a2) ∧ · · · ∧A(an)

∃xA(x) ⇔ A(a1) ∨A(a2) ∨ · · · ∨A(an)

• 量词否定等值式
设公式 A(x)含自由出现的个体变量 x，则

¬∀xA(x) ⇔ ∃x¬A(x)

¬∃xA(x) ⇔ ∀x¬A(x)

• 量词辖域收缩与扩张等值式
设公式 A(x)含自由出现的个体变量 x,B 不含 x自由出现，则
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◦

∀x (A(x) ∨B) ⇔ ∀xA(x) ∨B

∀x (A(x) ∧B) ⇔ ∀xA(x) ∧B

∀x (A(x) → B) ⇔ ∃xA(x) → B

∀x (B → A(x)) ⇔ B → ∀xA(x)

◦

∃x (A(x) ∨B) ⇔ ∃xA(x) ∨B

∃x (A(x) ∧B) ⇔ ∃xA(x) ∧B

∃x (A(x) → B) ⇔ ∀xA(x) → B

∃x (B → A(x)) ⇔ B → ∃xA(x)

• 量词分配等值式
设公式 A(x), B(x)含自由出现的个体变量 x,则

∀x(A(x) ∧B(x)) ⇔ ∀xA(x) ∧ ∀xB(x)

∃x(A(x) ∨B(x)) ⇔ ∃xA(x) ∨ ∀xB(x)

13. 一阶逻辑等值演算的规则

• 置换规则
设 Φ(A)是含公式 A的公式，Φ(B)是用公式 B 取代 Φ(A)中所有的 A之后所得到

的公式。那么，若 A ⇔ B,则 Φ(A) ⇔ Φ(B).

• 换名规则
设A为一公式，将A中某量词辖域中的一个约束变项的所有出现及相应的指导变元

全部改成该量词辖域中未曾出现过的某个个体变项符号，公式中其余部分不变，将

所得公式记作 A′,则 A′ ⇔ A.

14. 前束范式存在定理
一阶逻辑中的任何公式都存在与之等值的前束范式。

3 ⽅法

1. 命题的符号化将命题分解为原子命题，用字母表示，再用逻辑联结词连接。

2. 判断两个公式是否等值的方法

• 通过列出 A ↔ B 的真值表来判断。此外，若 A的真值表与 B 相同，则 A ⇔ B

• 利用代替规则和置换规则

• 利用等值式模式

3. 求给定公式范式的方法

(a) 消去联结词→和↔
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(b) 用双重否定律消去双重否定符，用 de Morgan律内移否定符

(c) 使用分配律。
求析取范式时使用 ∧对 ∨的分配律；
求合取范式时使用 ∨对 ∧的分配律。

4. 求主析取范式的方法

• 方法一

(a) 将给定公式化为析取范式

(b) 对于析取范式中的简单合取式 A，若其缺少项 pi,则将其变成 A ∧ (pi ∨ ¬pi)

(c) 展开，化简

(d) 用极小项表示

• 方法二
若给定公式的成真赋值对应的二进制数分别等于十进制数 i1, i2, . . . , ik,则给定公式
的主析取范式为mi1 ∧mi2 ∧ · · · ∧mik

5. 求主合取范式的方法

• 方法一

(a) 将给定公式化为合取范式

(b) 对于合取范式中的简单析取式 A，若其缺少项 pi,则将其变成 A ∨ (pi ∧ ¬pi)

(c) 展开，化简

(d) 用极大项表示

• 方法二
若给定公式的成假赋值对应的二进制数分别等于十进制数 i1, i2, . . . , ik,则给定公式
的主合取范式为Mi1 ∧Mi2 ∧ · · · ∧Mik

6. 主析取范式与主合取范式的互化
m∧
i=0

Mki
⇔
∨
t̸=ki

mt

m∨
i=0

mki
⇔
∧
t ̸=ki

Mt

Remark
如：设命题变项含 p1, p2, p3,则

M1 ∧M3 ∧M5 ⇔ m0 ∨m2 ∨m4 ∨m6 ∨m7

7. 判断推理是否正确的方法

• 真值表法

• 等值演算法

• 主析取范式法

8. 构造证明方法
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• 附加前提证明法
若推理的形式结构为

(A1 ∧A2 ∧ · · · ∧Ak) → (A → B)

那么只需要证明

(A1 ∧A2 ∧ · · · ∧Ak ∧A) → B

• 归谬法
若推理的形式结构为

(A1 ∧A2 ∧ · · · ∧Ak) → B

那么只需要证明

A1 ∧A2 ∧ · · · ∧Ak ∧ ¬B

是矛盾式

9. 一阶语言下对公式的解释
设公式 A,规定：在解释 I 和赋值 σ下

• 取个体域 DI

• 若 A中含个体常项符号 a就将它替换成 ā

• 若 A中含函数符号 f 就将它替换成 f̄

• 若 A中含谓词符号 F 就将它替换成 F̄

• 若 A中含自由出现的个体变项符号 x就将它替换成 σ(x)

就把这样所得到的公式记作 A′.那么 A在 I 下的解释就为 A′.

10. 求前束范式的方法

(a) 消去→,↔.

(b) 否定后移

(c) 换名
Remark
尽量少地换名

(d) 量词辖域扩张

11. 求 Skolem范式的方法

• 先将公式转化为前束范式

• 如果第一个出现的量词是存在量词 ∃x,则用一个逻辑常项 a代替所有式子中 x,并删
去 ∃x

• 如果存在量词 ∃m 前出现了全称量词 ∀x1,∀x2, . . . , ∀xk, 则用函数 f(x1, x2, . . . , xk)

去代替所有式子中的m,并删去 ∃m

• 对于全称量词 ∀y,直接删去 ∀y，保留式子中的所有 y.

12. 量词消去、引入规则



数理逻辑中的定义、定理、方法 13

• 全称量词消去规则

∀xA(x) ⇒ A(y)

∀xA(x) ⇒ A(c)

其中 x, y是个体变项符号，c是个体常项符号

• 全称量词引入规则
A(y) ⇒ ∀xA(x)

其中 y是个体变项符号

• 存在量词消去规则

{∃xA(x), A(y) → B} ⇒ B

{∃xA(x), A(c) → B} ⇒ B

其中 y是个体变项符号，c是个体常项符号

• 存在量词引入规则

A(y) ⇒ ∃xA(x)

A(c) ⇒ ∃xA(x)

其中 x, y是个体变项符号，c是个体常项符号
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