
初等数论中的定义、定理、小结论 1

1 定义

1. 整除
设 a, b ∈ Z且 b ̸= 0,若 ∃c ∈ Z, s.t.a = bc,则称 a能被 b整除，记作 b | a;否则，则称 a不

能被 b整除，记作 b ∤ a.

2. 素数与合数
若正数 a除了 1和自身以外，没有别的因子，则称 a为素数；

若正数 a除了 1和自身以外，还有别的因子，则称 a为合数。

3. Gauss函数

• [x]

[x]代表不大于 x的最大整数。

• {x}
{x} = x− [x]

4. 同余
对于m ∈ N+,若m | a− b,则称 a与 b关于模m同余。记作

a ≡ b (mod m)

5. 剩余类
对于正整数m和 r,0 ≤ r < m,集合

Kr(m) = {qm+ r|q ∈ Z}

称为模m的一个剩余类。

6. 完全剩余系
从模m的m个剩余类中，每个剩余类里取一个数 xi.称集合 {x0, x1, . . . , xm−1}是模m

的一个完全剩余系。

7. 最小非负完全剩余系
{0, 1, . . . ,m− 1}为模m的最小非负完全剩余系。

8. 绝对最小完全剩余系
当m为偶数时，{−m

2
,−m

2
+ 1, . . . ,

m

2
− 1}称为模m的最小完全剩余系。

当m为奇数时，{−m− 1

2
,−m− 3

2
, . . . ,

m− 1

2
}称为模m的最小完全剩余系。

9. 简化剩余类
对于正整数m和 r,0 ≤ r < m, (r,m) = 1,集合

Kr(m) = {qm+ r|q ∈ Z}

称为模m的一个简化剩余类。

10. 简化剩余系
从模m的φ(m)个简化剩余类中，每个简化剩余类里取一个数xi.称集合 {x0, x1, . . . , xφ(m)−1}
是模m的一个简化剩余系。
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11. 二次剩余设 (n,m) = 1.对于同余方程

x2 ≡ n (mod m)

若其有解，则称 n是模m的二次剩余。

若其无解，则称 n是模m的二次非剩余。

12. Legendre符号

(
n

p

)
=


0 p | n

1 n是模p的二次剩余

−1 n是模p的二次非剩余

2 定理

1. 整除的简单性质

• a | b ⇔ a | ±b

• a | b, b | c ⇔ a | c

• ∀1 ≤ i ≤ k, b | ai ⇒ ∀xi ∈ Z, b | a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk

• b | a ⇒ ∀c ∈ Z, bc | ac

• b | a, a ̸= 0 ⇒ |a| ≤ |b|

• b | a, a ̸= 0 ⇒ a

b
| a

2. 带余除法
设 a, b ∈ Z, b ̸= 0.则 ∃!q, r ∈ Z, s.t.a = bq + r, 0 ≤ r < |b|

3. 辗转相除法
设 u0, u1是给定的两个整数，u1 ̸= 0, u1 ∤ u0.则一定可以在有限步内完成下面操作：

• u0 = q0u1 + u1, 0 < u2 < |u1|

• u1 = q1u2 + u3, 0 < u3 < |u2|

• · · ·

• uk = qkuk+1

且 uk+1 = (u0, u1).

4. 设 a1, a2, . . . , ak ∈ Z,记 A = (y | y = a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk, xi ∈ Z),y0是 A中最小正

数，则 y0 = (a1, a2, . . . , ak).
Remark
推论为：

• 设 d是 a1, a2, . . . , ak 的公约数，则 d | (a1, a2, . . . , ak).

• (ma1,ma2, . . . ,mak) = |m| (a1, a2, . . . , ak)

• 若 δ = (a1, a2, . . . , ak),则 (a1
δ
,
a2
δ
, . . . ,

ak
δ

)
= 1

特别地，
(

a1
(a1, a2)

,
a2

(a1, a2)

)
= 1
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5. Bezout定理

(a1, a2, . . . , ak) = 1

⇔ ∃x1, x2, . . . , xk ∈ Z, s.t.a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk = 1

6. 整除与最大公因数的关系
∀a, b, c ∈ Z

• 若 b | ac且 (a, b) = 1，则 b | c

• 若 b | c, a | c且 (a, b) = 1，则 ab | c
Remark
推论：

◦ 若 (a, b) = 1，则 ∀c ∈ Z, (a, bc) = (a, c)

◦ 若 ∀1 ≤ i ≤ n, (a, bi) = 1,则 (a, b1, b2, . . . , bn) = 1

7. Gauss函数的性质

•
x = [x] + (x)

•
x− 1 < [x] ≤ x < [x] + 1

•
∀n ∈ Z, [x+ n] = [x] + n

•

[x] + [y] ≤ [x+ y]

(x) + (y) ≥ (x+ y)

•

[−x] =

− [x]− 1 x /∈ Z

− [x] x ∈ Z

•
a = b

[a
b

]
+ b

(a
b

)
• ∀a, b ∈ N+,不大于 a的 b的倍数有

[a
b

]
个

8. Legendre定理
若素数 p | n!,且 p在 n!中的最高指数为 α,则

α =
∞∑
k=1

[
n

pk

]

9. 同余的性质

• 下面三个命题等价
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◦ a ≡ b (mod m)

◦ ∃q ∈ Z, s.t.a = b+ qm

◦ ∃q1, q2 ∈ Z, s.t.a = q1m+ r, b = q2m+ r, 0 ≤ r < m

• a ≡ a (mod m)

• 若 a ≡ b (mod m)，则 b ≡ a (mod m)

• 若 a ≡ b (mod m), b ≡ c (mod m),则 a ≡ c (mod m)

• 已知 a, b, c, d ∈ Z,且 a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m),则

◦
a+ c ≡ b+ d (mod m)

◦
ac ≡ bd (mod m)

◦
an ≡ bn (mod m)

◦ 对于任意多项式 f

f(a) ≡ f(b) (mod m)

• 若 a ≡ b (mod m),且 d | m,则 a ≡ b (mod d)

• 若 a ≡ b (mod m),且 k ∈ N+,则 ak ≡ bk (mod mk)

• 若 ∀1 ≤ i ≤ k, a ≡ b (mod mi),则 a ≡ b (mod [m1,m2, . . . ,mk])

• 若 a ≡ b (mod m),则 (a,m) = (b,m)

• 若 ac ≡ bc (mod m),且 (c,m) = 1,则 a ≡ b (mod m)

10. 完全剩余系的判别法
对于正整数m，集合 A是模m的完全剩余系的充要条件为：

(a) |A| = m

(b) ∀a, b ∈ A,若 a ̸= b,则 a ̸≡ b (mod m).

11. 完全剩余系的性质

• 设 m 是正整数，(a,m) = 1,b 是任意整数，若 X 是模 m 的一个完全剩余系，则

aX + b也是模m的一个完全剩余系。

• 设 (m1,m2) = 1,X1 和 X2 分别是模m1 和m2 的完全剩余系，则m2X1 +m1X2 为

模m1m2的完全剩余系。

12. 简化剩余系的判别法
对于正整数m，集合 A是模m的简化剩余系的充要条件为：

(a) |A| = φ(m)

(b) ∀a, b ∈ A,若 a ̸= b,则 a ̸≡ b (mod m).

(c) ∀a ∈ A, (a,m) = 1.
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13. 简化剩余系的性质
设m是正整数，(a,m) = 1，若 X 是模m的一个简化剩余系，则 aX 也是模m的一个

简化剩余系。

14. Euler函数的性质

• 设 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k , αi > 0,则

φ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·

(
1− 1

pk

)
• 若 (m,n) = 1,则 φ(mn) = φ(m)φ(n)

15. Euler定理
设m是大于 1的整数，(a,m) = 1,则

aφ(m) ≡ 1 (mod m)

16. Fermat小定理
设 p是素数，(a, p) = 1,则

ap−1 ≡ 1 (mod p)

17. 二次剩余与二次非剩余的判断方法：
若

n
p−1
2 ≡ 1 (mod p)

则 n是模 p的二次剩余；

若

n
p−1
2 ≡ −1 (mod p)

则 n是模 p的二次非剩余。

18. Legendre符号的性质
设 p是奇素数，n ∈ Z,则

• (
n

p

)
≡ n

p−1
2 (mod p)

• 若 n ≡ n1 (mod p),则
(
n

p

)
=

(
n1

p

)
• (

1

p

)
= 1

• (
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 =

1 p ≡ 1 (mod 4)

−1 p ≡ 3 (mod 4)

• (
a1a2
p

)
=

(
a1
p

)(
a2
p

)
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• (
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 =

1 p ≡ ±1 (mod 8)

−1 p ≡ ±3 (mod 8)

19. 二次互反律
p, q为奇数，且 (p, q) = 1,则 (

q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2

(
p

q

)

3 小结论

1. 若 P 为连续 n个整数之积，则 n | P .
Remark
常见推论：

∀n ∈ Z, 2|n(n+ 1)

2. 对于质数 p和整数 a,若 p | a2,则 p | a且 p2 | a2

3. 求 ak 模m的余数时，首先找出满足 ad ≡ 1 (mod m)的数，再求 k模 d的余数。

4. 对于正整数 n, 设 X = {a1, a2, . . . , aφ(n)} 为所有小于它且与它互质的数组成的集合, 则
{n− a1, n− a2, . . . , n− aφ(n)} = X

5. 对于正整数 n,设X = {a1, a2, . . . , ak}为其所有因子组成的集合，则
{

n

a1
,
n

a2
, . . . ,

n

ak

}
=

X

6. 求形如 bn − 1的素因子分解式的方法：

若素数 p | bn − 1,且 d | n,则要么 p | bd − 1,要么 p ≡ 1 (mod n)
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