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1 定义

1. 梯度
若 f : Rn → R在点 # »x0 = (x1, x2, . . . , xn)处可微，即 f ( #»x)在该点关于各变量的一阶偏

导数存在，则 f ( #»x)的 n个偏导数构成的列向量(
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称为 f ( #»x)在点 # »x0处的梯度，记为 ∇f ( #»x)| #»x= # »x0
.

2. Hesse矩阵
对于 f : Rn → R，矩阵

H (f ( #»x)) =
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称为 f ( #»x)的 Hesse矩阵

3. 凸集
设 S 是 Rn中的一个集合。若对于任意两点 # »x1,

# »x2 ∈ S 及每个实数 λ ∈ [0, 1],有

λ # »x1 + (1− λ) # »x2 ∈ S

则称 S 为凸集。λ # »x1 + (1− λ) # »x2称为 # »x1和 # »x2的凸组合。

Remark
线段与直线均为 R上的凸集。
对于由 D = { #»x | fi( #»x) = 0, gj(

#»x) ≥ 0}构成的集合，若 fi(
#»x)均为线性函数，gi(

#»x)均

为凸函数，则 D为凸集。

4. 凸包
集合 T ⊂ Rn的凸包是指所有包含 T 的凸集的交集，记为

convT =
∩
T⊂C

C

其中，C 为凸集。

5. 凸函数
设 S ⊂ Rn为非空凸集，函数 f : S → R.若 ∀ # »x1,

# »x2 ∈ S,和每一个 λ ∈ (0, 1),都有

f(λ # »x1 + (1− λ) # »x2) ≤ λf( # »x1) + (1− λ)f( # »x2)

则称 f 是 S上的凸函数。若上面的不等式对于 # »x1 ̸= # »x2严格成立，则称 f 是 S上的严格

凸函数。
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6. 上镜图
对于函数 f : S → R,称集合{

epif =

(x, y) | x ∈ S, y ∈ R, y ≥ f(x)

}
为 f 的上镜图。

7. 驻点与鞍点
若 f( #»x)在点 #»x∗处可微，且∇f( #»x∗) = 0,则称 #»x∗为 f 的一个驻点。既不是极大点也不

是极小点的驻点称为鞍点。

8. 共轭方向
设 A是 n× n对称正定矩阵，若 Rn中的两个方向

#»
d (1)和

#»
d (2)满足

#»
d (1)

T
A

#»
d (2) = 0

则称这两个方向关于 A共轭。

9. 矩阵的内积
定义 Sn为一组 n× n对称矩阵的集合。对于任意矩阵 A,B ∈ Sn,定义 A与 B的内积为

A ·B = trace(AB) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijbij

2 定理

1. 凸集的性质
设 S1和 S2是 Rn中两个凸集，β 是实数，则

• βS1 = {β #»x | #»x ∈ S1}是凸集

• S1 ∩ S2为凸集

• S1 + S2 = { # »x1 +
# »x2 | # »x1 ∈ S1,

# »x2 ∈ S2}为凸集

• S1 − S2 = { # »x1 − # »x2 | # »x1 ∈ S1,
# »x2 ∈ S2}为凸集

2. 凸函数的性质
设 S 为 Rn的非空凸子集，则 f 是凸函数当且仅当其上镜图是凸集。

3. 凸函数的判定定理

• 设 S 是 Rn 中的非空开凸集，f : S → R 是可微的函数，则 f 是凸函数当且仅当

∀ #»x∗ ∈ S,有
f( #»x)− f( #»x∗) ≥ ∇f( #»x∗) ( #»x − #»x∗) ,∀ #»x ∈ S

f 严格凸当且仅当 ∀ #»x∗ ∈ S,有

f( #»x)− f( #»x∗)∇f( #»x∗) ( #»x − #»x∗) ,∀ #»x ∈ S, #»x ̸= #»x∗

• 设 S 是 Rn中的非空开凸集，f : S → R是二次可微的函数，则
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◦ f 是凸函数当且仅当 S 上每一点的 Hesse矩阵是半正定的
Remark
实对称矩阵 A半正定当且仅当其特征值均非负。

◦ f 是严格凸函数当且仅当 S 上每一点的 Hesse矩阵是正定的
Remark
实对称矩阵 A正定当且仅当其特征值均正。

3 方法

3.1 无约束极值问题 (UNLP)

3.1.1 定义

min f( #»x), #»x ∈ Rn

其中 f 是 Rn上的实值函数。

3.1.2 极值条件

• 极小点的必要条件
设 #»x∗是问题 UNLP的局部极小点。

◦ 若 f 在 #»x∗处可微，则 ∇f( #»x∗) = 0.

◦ 若 f 在 #»x∗处二次可微，则 ∇f( #»x∗) = 0且 Hesse矩阵 H( #»x∗)半正定。

• 二阶充分条件
假设 f 在 #»x∗ 点二次可微，若 ∇f( #»x∗) = 0 且 Hesse 矩阵 H( #»x∗) 是正定的，则 #»x∗ 是

UNLP的一个严格局部极小点。

• 充要条件
假设 f : Rn → R是可微的凸函数，则 #»x∗是 UNLP的全局最小点当且仅当 ∇f( #»x∗) = 0

3.1.3 一维搜索

得到点 #»x (k)后，需要按某种规则确定一个方向
#»
d (k),再从 #»x (k)出发，沿方向

#»
d (k)在直线上求

目标函数的极小点，从而得到 #»x (k) 的后继点 #»x (k+1).重复以上做法，直至求得问题的解。这
种方法称为一维搜索。

• 试探法

◦ 0.618法
设 f 在 [a, b]上单峰。

step 1 置初始区间 [a1, b1]及精度要求 L > 0.计算试探点 λ1和 µ1,计算函数值 f(λ1)

和 f(µ1).计算公式是

λ1 = a1 + 0.382(b1 − a1)

µ1 = a1 + 0.618(b1 − a1)

令 k = 1
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step 2 若 bk−ak < L,则停止计算。否则，当 f(λk) > f(µk)时，转step 3;当 f(λk) ≤
f(µk)时，转step 4.

step 3 置 ak+1 = λk, bk+1 = bk, λk+1 = µk

µk+1 = ak+1 + 0.618(bk+1 − ak+1)

计算函数值 f(µk+1),转step 5.
step 4 置 ak+1 = ak, bk+1 = µk, µk+1 = λk

λk+1 = ak+1 + 0.382(bk+1 − ak+1)

计算函数值 f(λk+1),转step 5.
step 5 置 k = k + 1,返回step 2.

◦ Fibonacci法
设有数列 {Fk},满足

* F0 = F1 = 1

* Fk+1 = Fk + Fk−1

则称 {F}为 Fibonacci数列。

设 f 在 [a, b]上单峰。

step 1 置初始区间 [a1, b1]及精度要求 L > 0.求计算函数值的次数 n,使

Fn ≥ b1 − a1
L

置辨别常数 δ > 0.计算试探点 λ1 和 µ1,计算函数值 f(λ1)和 f(µ1).计算公
式是

λ1 = a1 +
Fn−2

Fn

(b1 − a1)

µ1 = a1 +
Fn−1

Fn

(b1 − a1)

令 k = 1

step 2 若 f(λk) > f(µk)时，转step 3;当 f(λk) ≤ f(µk)时，转step 4.
step 3 置 ak+1 = λk, bk+1 = bk, λk+1 = µk

µk+1 = ak+1 +
Fn−k−1

Fn−k

(bk+1 − ak+1)

若 k = n− 2,则转step 6;否则，计算函数值 f(µk+1),转step 5.
step 4 置 ak+1 = ak, bk+1 = µk, µk+1 = λk

λk+1 = ak+1 +
Fn−k−2

Fn−k

(bk+1 − ak+1)

若 k = n− 2,则转step 6;否则，计算函数值 f(λk+1),转step 5.
step 5 置 k = k + 1,转step 2.
step 6 令 λn = λn−1, µn = λn−1 + δ,计算 f(λn)和 f(µn)

若 f(λn) > f(µn),则令
an = λn, bn = bn−1

若 f(λn) ≤ f(µn),则令
an = an−1, bn = λn

停止计算，最小值包含于 [an, bn].
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• 最速下降法
最速下降法的迭代公式为

#»x (k+1) = #»x (k) + λk
#»
d (k)

其中
#»
d (k)是从 #»x (k)出发的搜索方向，这里取在点 #»x (k)处的最速下降方向，即

#»
d (k) = −∇f( #»x (k))

λk 是从 #»x (k)出发沿方向
#»
d (k)进行一维搜索的步长，即 λk 满足

f( #»x (k) + λk
#»
d (k)) = min

λ≥0
f( #»x (k) + λ

#»
d (k))

step 1 给定初点 #»x (1) ∈ Rn,允许误差 ε > 0,置 k = 1.
step 2 计算搜索方向 #»

d (k) = −∇f( #»x (k))

step 3 若
∥∥∥ #»
d (k)

∥∥∥ ≤ ε,则停止计算；否则，从 #»x (k) 出发，沿
#»
d (k) 进行一维搜索，求 λk,

使

f( #»x (k) + λk
#»
d (k)) = min

λ≥0
f( #»x (k) + λ

#»
d (k))

step 4 令 #»x (k+1) = #»x (k) + λk
#»
d (k),置 k = k + 1,转step 2.

• Newton法
对于函数 f( #»x),记∇f( #»x)为 f在 #»x处的梯度，∇2f( #»x)为在 #»x处的Hesse矩阵,∇2f( #»x)−1

为在 #»x 处的 Hesse矩阵的逆矩阵。则 Newton法的迭代公式为

#»x (k+1) = #»x (k) −∇2f( #»x (k))−1∇f( #»x (k))

• 阻尼 Newton法
阻尼 Newton法的迭代公式为

#»x (k+1) = #»x (k) + λk
#»
d (k)

其中
#»
d (k) = −∇2f

(
#»x (k)

)−1 ∇
(

#»x (k)
)
为 Newton方向，λk是由一维搜索得到的步长，即

满足

f( #»x (k) + λk
#»
d (k)) = min

λ≥0
f( #»x (k) + λ

#»
d (k))

step 1 给定初始点 #»x (1),允许误差 ε > 0,置 k = 1.
step 2 计算 ∇f

(
#»x (k)

)
,∇2f

(
#»x (k)

)−1

step 3 若
∥∥∇f

(
#»x (k)

)∥∥ < ε,则停止迭代；否则，令

#»
d (k) = −∇2f

(
#»x (k)

)−1 ∇
(

#»x (k)
)

step 4 从 #»x (k)出发，沿方向
#»
d (k)作一维搜索，

f( #»x (k) + λk
#»
d (k)) = min

λ≥0
f( #»x (k) + λ

#»
d (k))

令 #»x (k+1) = #»x (k) + λk
#»
d (k)

step 5 置 k = k + 1,转step 2

• 修正 Newton法

step 1 给定初始点 #»x (1),允许误差 ε > 0,置 k = 1.
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step 2 计算 ∇f
(

#»x (k)
)
,∇2f

(
#»x (k)

)−1

step 3 若
∥∥∇f

(
#»x (k)

)∥∥ < ε,则停止迭代；否则，置矩阵 Bk = ∇2f
(

#»x (k)
)
+ Ek,其中 Ek

为修正矩阵（当 ∇2f
(

#»x (k)
)
正定时，它取 0），令

#»
d (k) = −B−1

k ∇
(

#»x (k)
)

step 4 从 #»x (k)出发，沿方向
#»
d (k)作一维搜索，

f( #»x (k) + λk
#»
d (k)) = min

λ≥0
f( #»x (k) + λ

#»
d (k))

令 #»x (k+1) = #»x (k) + λk
#»
d (k)

step 5 置 k = k + 1,转step 2

• 共轭梯度法
对于二次凸函数

f ( #»x) =
1

2
#»xTA #»x + bT #»x + c

step 1 给定初始点 #»x (1),置 k = 1

step 2 计算 gk = ∇f
(

#»x (k)
)
.若 ∥gk∥ = 0,停止迭代；否则，进行下一步

step 3 令
#»
d (k) = −gk + βk−1

#»
d (k−1)

其中，

βk−1 =


0 k = 1

∥gk∥2

∥gk−1∥2
k ≥ 2

step 4

λk = − gTk
#»
d (k)

#»
d (k)

T
A

#»
d (k)

令 #»x (k+1) = #»x (k) + λk
#»
d (k)

step 5 若 k = n,则停止迭代；否则，置 k = k + 1,转step 2

• DFP算法

step 1 给定初始点 #»x (1) ∈ Rn,允许误差 ε > 0

step 2 置 H1 = In,计算出在 #»x (1)处的梯度

g1 = ∇f
(

#»x (1)
)

置 k = 1

step 3 令 #»
d (k) = −Hkgk

step 4 从 #»x (k)出发，沿方向
#»
d (k)作一维搜索，

f( #»x (k) + λk
#»
d (k)) = min

λ≥0
f( #»x (k) + λ

#»
d (k))

令 #»x (k+1) = #»x (k) + λk
#»
d (k)

step 5 检验是否满足收敛准则，若 ∥∥∇f
(

#»x (k+1)
)∥∥ ≤ ε

则停止迭代,得到点 #»x (k+1)；否则，进行step 6



最优化与博弈论中的定义、定理、方法 7

step 6 若 k = n,则令 #»x (1) = #»x (k+1),返回step 2;否则，进行step 7
step 7 令 gk+1 = ∇f

(
#»x (k+1)

)
, #»p (k) = #»x (k+1) − #»x (k), #»q (k) = #      »gk+1 − #»gk

Hk+1 = Hk +
#»p (k) #»p (k)T

#»p (k)T #»q (k)
− Hk

#»q (k) #»q (k)THk

#»q (k)THk
#»q (k)

置 k = k + 1,返回step 3

3.2 有约束极值问题

3.2.1 定义

min f( #»x)

s.t. ai(
#»x) = 0, i = 1, 2, . . . , p

cj(
#»x) ≥ 0, j = 1, 2, . . . , q

其中 ai(
#»x) = 0称为等式约束，cj(

#»x) ≥ 0称为不等式约束。

其对应的 Lagrange函数为

L
(

#»x ,
#»
λ , #»µ

)
= f( #»x)−

p∑
i=1

λiai(
#»x)−

q∑
j=1

µjcj(
#»x)

3.2.2 极值条件

• KKT条件
若

# »
x∗是极小点，则

◦ ai(
# »
x∗) = 0, i = 1, 2, . . . , p

◦ cj(
# »
x∗) ≥ 0, j = 1, 2, . . . , q

◦ ∇f(
# »

x∗) =

p∑
i=1

λ∗
i∇ai(

# »

x∗) +

q∑
j=1

µ∗
j∇cj(

# »

x∗)

◦ µ∗
jcj(

# »
x∗)T = 0, j = 1, 2, . . . , q

◦ µ∗
j ≥ 0, j = 1, 2, . . . , q

3.3 凸问题

3.3.1 定义

min f( #»x)

s.t. ai(
#»x) = 0, i = 1, 2, . . . , p

cj(
#»x) ≥ 0, j = 1, 2, . . . , q

其中，f 为凸函数，D = { #»x | ai( #»x) = 0, cj(
#»x) ≥ 0}是凸集。
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3.3.2 极值条件

• 满足 KKT条件的点一定为其极值点。

• Wolfe对偶定理
对于一个凸问题，定义其Wolfe对偶问题为

max L( #»x)

s.t. ∇ #»xL = 0

µi ≥ 0

其中，L为 f 的 Lagrange函数。
则此两个问题的极值点相同。

3.4 线性规划问题

3.4.1 定义

min #»c T #»x

s.t. A #»x =
#»
b

#»x ≥ #»
0

3.4.2 极值条件

• 原始对偶内点法
设原问题的Wolfe对偶问题为

max L( #»x)

s.t. ∇ #»xL = 0

µi > 0

#»x > 0

其 KKT条件为

ATλ+ µ = c

A #»x =
#»
b

Xµ = τe

其中 τ > 0, e = [1, 1, . . . , 1]T

step 1 在可行域里面找到一个初始点 #  »w0 = { # »x0,
# »
λ0,

# »µ0}
step 2 在第 k 次迭代中，对 KKT条件增加一阶扰动 τ = τk,获得增量 δw 来更新下一个

点 #  »wk.解方程： 
Aδx = 0

Aδλ + δµ = 0

Mδx +Xδµ = τk+1 −Xδµδk

其中M = diag{(µk)1, (µk)2, . . . , (µk)n}
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step 3 在下一轮迭代中的初始点更新为 #        »wk+1 = { # »xk +
#»
δx,

# »
λk +

#»
δλ,

# »µk +
#»
δµ}

step 4 在 KKT条件中 τ 更新为更加靠近中心路径的 τk+1,方法为

τk+1 =
µT
k

# »xk

n+ ρ

其中 ρ >
√
n

step 5 为了获得更好的 wk+1,可以采用一维搜索的方法

#        »wk+1 =
#  »wk + αk

# »
δw

• 对偶形式

max h( #»y ) = bT #»y

s.t. c−AT #»y ≥ 0

3.5 二次规划问题

3.5.1 定义

min #»xTH #»x + #»p T #»x

s.t. #»ai
T #»x =

#»
bi, i = 1, 2, . . . , p

#»ci
T #»x =

#»
di, i = 1, 2, . . . , q

考虑等式约束的二次规划问题

min f( #»x) = #»xTH #»x + #»p T #»x

s.t. A #»x =
#»
b

称为等式约束二次规划问题

3.5.2 极值条件

• Lagrange法
Lagrange函数

L = f( #»x)− #»
λT
(
A #»x − #»

b
)

求其 Langrage矩阵 (
H −A

−A 0

)(
#»x
#»
λ

)
=

(
− #»p

− #»q

)

3.6 半定问题

3.6.1 定义

原始 SDP问题为

min C ·X

s.t. Ai ·X = bi, i = 1, 2, . . . , p

X ≥ 0
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3.6.2 对偶形式

max bT #»y

s.t. C −
p∑

i=1

yiAi ≥ 0
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