
线性代数中的定义、性质、方法 1

1 定义

1. 行列式

• 递推定义
一阶行列式

|a| = a,

n阶行列式

|(aij)n×n| =
n∑

i=1

(−1)i+jMij =

n∑
i=1

Aij .

• 排列定义∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
i1i2···in

为12···n的全排列

(−1)τ(i1i2···in)a1i1a2i2 · · · anin .

2. 余子式
行列式 |(aij)n×n|在第 m行第 k列的位置 (m, k)处的余子式Mmk 是矩阵 (aij)n×n 划去

第m行与第 k列后剩下的元素按原来的相对位置排成的 n− 1阶行列式。

3. 代数余子式

Amk = (−1)m+kMmk

4. 逆序数

• 设 i1i2 · · · ik · · · in是正整数 1 ∼ n的一个排列，则 ik在此排列中的逆序数 τk为排在

数 ik 之前比 ik 大的数的个数。

• 一个排列的逆序数为这个排列的所有数的逆序数之和。

5. 奇排列
逆序数为奇数的排列是奇排列。

6. 偶排列
逆序数为偶数的排列是偶排列。

7. 对换
将一个排列中的两个元素互换位置，其余元素位置保持不变。

8. 相邻对换
如果对换中的两个元素在排列中处于相邻位置上，则称这样的对换为相邻对换。

9. 主对角线
行列式 |(aij)n×n|中所有元素 aii, i = 1, 2, . . . , n构成这个行列式的主对角线。

10. 次对角线
行列式 |(aij)n×n|中所有元素 ai,(n−i+1), i = 1, 2, . . . , n构成这个行列式的次对角线。
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11. 对角行列式
主对角线上的元素不全为零，其他位置上的元素全为零的行列式。

形如: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
12. 上三角行列式
主对角线及其上方的元素不全为零，其他位置上的元素全为零的行列式。

形如: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
13. 下三角行列式
主对角线及其下方的元素不全为零，其他位置上的元素全为零的行列式。

形如： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
14. Vandermonde行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a1 a2 · · · an

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an−1
1 an−1

2 · · · an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
15. 线性方程组
由线性方程

n∑
k=1

akixki = bi, i = 1, 2, . . . ,m组成的方程组。

可表示为以下几种形式：

• 算术方程 

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

.

• 向量方程
x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = b,
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其中

ai =


a1i

a2i
...

ami

 , b =


b1

b2
...
bm

 .

• 矩阵方程
AX = b,

其中

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 , x =


x1

x2

...
xm

 , b =


b1

b2
...
bm

 .

16. 齐次线性方程组
组成该线性方程组的线性方程的常数项均为 0。

17. 非齐次线性方程组
组成该线性方程组的线性方程的常数项不全为 0。

18. 相容线性方程组
有解的线性方程组。

19. 不容线性方程组
无解的线性方程组。

20. 线性方程组的初等变换

• 换位变换
互换两个方程的位置。

• 倍乘变换
用一个非零的数同乘某一个方程的等号两端。

• 消去变换
把一个方程的等号两端同乘以 k倍，分别加到另一个方程的等号两端。

21. 同解变换
不改变线性方程组解的变换。

22. 矩阵
mn个数 aij(i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , n)排列成m行 n列的矩形阵列

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


称为一个m×n矩阵，简记为A = (aij)m×n。当m = n时，它的行列式记作 |A|,|(aij)n×n|
或 detA。在矩阵中，常用 ∗表示任意常数。在许多 0元十分集中的时候，可以把 0元省
略。
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23. 矩阵的型
对于矩阵 A = (aij)m×n，m× n称为矩阵的型。

24. 行向量
1行 n列的矩阵。

25. 列向量
n行 1列的矩阵。由于排版原因常记作 (a1, a2, · · · , an)T。

26. 零矩阵
所有项均为 0的矩阵称为零矩阵，简记为 0.

27. 方阵
行数等于列数的矩阵。

28. 对角阵
主对角线上的元素不全为零，其他位置上的元素全为零的矩阵。常记作 Λ.
形如: 

a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann


也可记作 diag(a11, a22, · · · , ann).

29. 上三角阵
主对角线及其上方的元素不全为零，其他位置上的元素全为零的矩阵。

形如: 
a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann


30. 下三角阵
主对角线及其下方的元素不全为零，其他位置上的元素全为零的矩阵。

形如： 
a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


31. 单位阵
主对角线上的元素均为 1的对角阵。常记作 E.
形如： 

1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1


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32. 线性方程组的系数矩阵
对于线性方程组 

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

,

矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


称为该线性方程组的系数矩阵。

33. 线性方程组的增广矩阵
对于线性方程组 

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

,

矩阵

(A, b) =


a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn bm


称为该线性方程组的增广矩阵。

34. 矩阵的初等行变换

• 互换矩阵的两行

• 把矩阵的某一行的 k倍加到另一行

• 用一个非零数 k乘矩阵某一行

35. 矩阵的初等列变换

• 互换矩阵的两列

• 把矩阵的某一列的 k倍加到另一列

• 用一个非零数 k乘矩阵某一列

36. 矩阵的初等变换
矩阵的初等行变换和初等列变换统称为初等变换。

37. 行阶梯形矩阵
满足全零行位于非零行的下方，非零行的非零首元 (自左至右第一个不为零的元，称为
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主元)列表随行标的递增而递增的矩阵称为行阶梯形矩阵。
形如： 

a11 · · · a1,j1−1 a1j1 · · · a1,jr−1 a1jr · · · a1n

0 · · · 0 a2j2 · · · a2,jr−1 a2jr · · · a2n
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 · · · 0 arjr · · · arn

0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0


38. 行最简形矩阵
如果一个行阶梯形矩阵的非零首元所在列上非零首元为数值 1，其他项为 0，则称之为行
最简形矩阵。

39. 方阵的幂
对于方阵 A,A0 = E,An+1 = AAn = AnA.

40. 方阵的多项式
设 An为 n阶方阵,多项式 f(x) = amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0,则称

f(An) = amAm
n + am−1A

m−1
n + · · ·+ a1An + a0En

为方阵 A的一个多项式。

41. 矩阵的转置
设 A 是 m × n 矩阵，把 A 的第 i 行第 j 列的元素 aij 放到新矩阵第 j 列第 i 行的位

置,i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n,得到的矩阵称为矩阵 A的转置矩阵，记为 AT。

42. 对称矩阵
若矩阵 AT = A,则称 A为对称矩阵。

43. 反对称矩阵
若矩阵 AT = −A,则称 A为反对称矩阵。

44. 逆矩阵
设 A为 n阶方阵，如果存在 n阶方阵 B，使得

AB = BA = E,

则称 A为可逆的，称 B 为 A的逆矩阵。记作 B = A−1。

45. 伴随矩阵
设 n阶方阵 A = (aij)n×n，行列式 detA的每个元素的代数余子式 Aij 所构成的如下矩

阵：

A∗ = (Aij)
T
n×n =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · an2
...

...
. . .

...
A1m A2m · · · Anm


称为矩阵 A的伴随矩阵。
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46. 分块矩阵
把一个矩阵看成 (子)矩阵的矩阵，把参与运算的每个小矩阵在运算过程中如同数值一样
进行处理。

47. 子式
在矩阵 Am×n中，任取 k行，k列 (k ≤ m, k ≤ n),位于这些行列交叉处的 k2个元素，按

原有的位置次序所构成的 k阶行列式，称为 A的 k阶子式。

48. 矩阵的秩
矩阵 A的非零子式的最高阶数，称为矩阵 A的秩，记作 r(A) = r。

49. 行满秩矩阵
对矩阵 Am×n,若 r(A) = m,则称 A为行满秩矩阵。

50. 列满秩矩阵
对矩阵 Am×n,若 r(A) = n,则称 A为列满秩矩阵。

51. 矩阵的等价
如果矩阵 A可以经过一些初等变换变成 B,则称这两个矩阵是等价的。

52. 初等矩阵
对单位矩阵实施一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵。

53. n维行向量
设 a1, a2, . . . , an是 R上的 n个数，则有序数组 (a1, . . . , an)为 R上的 n维行向量。

54. n维列向量
设 a1, a2, . . . , an是 R上的 n个数，则有序数组 (a1, . . . , an)

T为 R上的 n维行向量。

55. 线性空间
对于集合 V ,若 V 满足:
∀α, β, γ ∈ V, ∀λ, µ ∈ R,

• α+ β = β + α

• (α+ β) + γ = α+ (β + γ)

• ∃0 ∈ V, s.t.0 + α = α+ 0 = α

• ∀α ∈ V, ∃β ∈ V, s.t.α+ β = β + α = 0

• (λ+ µ)α = λα+ µα

• λ(α+ β) = λα+ λβ

• (λµ)α = λ(µα) = µ(λα)

• ∃1 ∈ V, s.t.1α = α

56. 线性组合
设 α1, α2, . . . , αs都是 n维向量，k1, k2, . . . , ks是数，则称向量

k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs

是向量组 {α1, α2, . . . , αs}的线性组合。
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57. 向量的线性表示
设 α1, α2, . . . , αs都是 n维向量，如果 n维向量 η可以写成 {α1, α2, . . . , αs}的线性组合，
则称 η可以由 α1, α2, . . . , αs线性表示。

58. 向量组的线性表示
设 α1, α2, . . . , αs 都是 n维向量，如果 n维向量组 {β1, β2, . . . , βs}可以被 α1, α2, . . . , αs

的线性表示，则称向量组 {β1, β2, . . . , βs}可以由 {α1, α2, . . . , αs}线性表示。

59. 向量组的等价
如果两组向量可以互相线性表示，则称这两组向量是等价的。

60. 子空间
设 S 为 Rn = (a1, a2, . . . , an)

T的非空子集且对加法和乘法封闭，则称 S 为 Rn的一个子

空间。

61. 核空间
设 As×n,则齐次线性方程组 Ax = 0的解的全体所构成的集合

K(A) = {x ∈ Rn|Ax = 0}

称为矩阵 A的核空间或者零空间，也称为该齐次方程组的解空间。

62. 列空间
设 As×n,则集合

R(A) = {η ∈ Rs|∃x ∈ Rn, η = Ax}

称为矩阵 A的列空间或者值域。

63. 生成子空间
设 α1, α2, . . . , αs ∈ Rn,则记

L(α1, α2, . . . , αs) = {k1α1 + k2α2 + . . .+ ksαs|ki ∈ R}

为由 α1, α2, . . . , αs生成的子空间，称 α1, α2, . . . , αs为这个空间的生成元。

64. 线性相关
给定向量组 {α1, α2, . . . , αs},如果存在一组不全为零的数 k1, k2, . . . , ks,使得

k1α1 + k2α2 + . . .+ ksαs = 0,

则称该向量组线性相关。

65. 线性无关
给定向量组 {α1, α2, . . . , αs},如果只有当 k1 = k2 = · · · = ks = 0时,才能使得

k1α1 + k2α2 + . . .+ ksαs = 0,

则称该向量组线性无关。

66. 极大线性无关组
设向量组 {αi1 , αi2 , . . . , αir}是向量组 I = {α1, α2, . . . , αs}的部分向量组，且满足

• {αi1 , αi2 , . . . , αir}线性无关；

• I 中被一个向量都可以由 {αi1 , αi2 , . . . , αir}线性表示，
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则称 {αi1 , αi2 , . . . , αir}为向量组 I 的一个极大线性无关组，简称极大无关组。

67. 向量组的秩
向量组 I = {α1, α2, . . . , αs} 的极大无关组所含向量的个数称为这个向量组的秩，记为
r{α1, α2, . . . , αs}.

68. 向量组的行秩
矩阵 A的行向量组的秩称为矩阵 A的行秩。

69. 向量组的列秩
矩阵 A的列向量组的秩称为矩阵 A的列秩。

70. 基
设 α1, α2, . . . , αs是向量空间 V 中一组向量，如果满足

• α1, α2, . . . , αs线性无关

• V 中任意向量可由 α1, α2, . . . , αs线性表示

则称 α1, α2, . . . , αs为 V 的一个基。

71. 维数
把基所含向量的个数 s称为 V 的维数,记作 dimV = s.

72. 坐标
设 α1, α2, . . . , αs为 V 的一个基,对任意向量 β ∈ V ,如果

β = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn,

则称 (x1, x2, · · · , xn)为 β关于基α1, α2, . . . , αs的坐标，数 xi称为 β关于基α1, α2, . . . , αs

的第 i个分量。

73. 过渡矩阵
设 α1, α2, . . . , αn和 β1, β2, . . . , βn是 V 中两组基，如果有

(β1, β2, . . . , βn) = (α1, α2, . . . , αn)


c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
. . .

...
cn1 cn2 · · · cnn

 ,

则称 C = (cij)n×n是从基 α1, α2, . . . , αn到基 β1, β2, . . . , βn的过渡矩阵。

74. 内积

设 α, β ∈ Rn,α =


a1

a2

· · ·
an

,β =


b1

b2

· · ·
bn

,称实数

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

为向量 α和 β 的内积，记为 < α, β >.
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75. 模

设 α =


a1

a2

· · ·
an

,称 ∥α∥ = √< α,α > =
√

a21 + a22 + · · ·+ a2n为向量 α的模（长度）。

76. 单位向量
当 ∥α∥ = 1时，称 α为单位向量。

77. 夹角
设非零向量 α和 β,它们的夹角 θ由以下公式定义：

cos θ =
< α, β >

∥α∥ ∥β∥
.

78. 正交
设 α, β ∈ Rn,当 < α, β >= 0时，称 α与 β 正交。

79. 正交向量组
两两正交的非零向量组称为正交向量组，简称正交组。

80. 单位正交组
如果一个正交组的每个向量都是单位向量，称它时单位正交组。

81. 标准正交基
向量空间 V 中的基如果是一个单位正交组，则称此基是 V 的标准正交基。

82. 正交矩阵
如果实方阵 A满足

AAT = ATA = E,

则称方阵 A为正交矩阵。

83. 基础解系
对于齐次线性方程组 Ax = 0,它的解空间 K(A)的一组基称为这个线性方程组的基础解

系。

84. 齐次线性方程组的通解
设 A为秩为 r的m× n型矩阵,ξ1, ξ2, · · · , ξn−r 是 Ax = 0的基础解系，则该齐次线性方

程组的通解为

x = c1ξ1 + c2ξ2 + · · ·+ cn−rξn−r, ci ∈ R.

85. 导出组
称齐次方程组 Ax = 0为非齐次方程组 Ax = b的导出组。

86. 非齐次线性方程组的一般解
设 A为秩为 r 的 m × n型矩阵,γ 是非齐次线性方程组 Ax = b的特解，ξ1, ξ2, · · · , ξn−r

是导出组 Ax = 0的基础解系，则该非齐次线性方程组的一般解为

x = γ + c1ξ1 + c2ξ2 + · · ·+ cn−rξn−r, ci ∈ R.
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87. 特征值与特征向量
假设 A是 n× n型矩阵，λ0是一个数，η是 n维非零列向量。若

Aη = λ0η,

则称 λ0是 A的特征值，η是 A的相应于特征值 λ0的特征向量。

88. 特征多项式
假设 A是 n× n型矩阵，则行列式 |λE −A|是矩阵 A的特征多项式。

89. 矩阵的迹
对于矩阵 A = (aij)n×n,称 a11 + a22 + · · ·+ ann为 A的迹，记作 tr(A).

90. 化零多项式
设 A为方阵，f(λ)是多项式，且 f(A) = 0,则称 f(λ)为方阵 A的化零多项式。

91. 相似矩阵
设 A和 B 都是 n阶方阵，若有可逆矩阵 P ,使 P−1AP = B,则称矩阵 A与 P 相似。记

为 A ∼ B.P 为相似变换矩阵。

92. 相似对角化
若矩阵 A相似于某个对角矩阵，则称矩阵可以相似对角化。

93. 二次型
n个变量 x1, · · · , xn的实二次齐次多项式

f(x1, · · · , xn) =a11x
2
1 + 2a12x1x2 + · · ·+ 2a1nx1xn

+ a22x
2
2 + 2a23x2x3 + · · ·+ 2a2nx2xn

+ · · ·+ annx
2
n

称为一个 n元二次型。也可写成

f(x1, · · · , xn) = xTAx

其中

A =


a11 a12 · · · a1n

a12 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
a1n a2n · · · ann

 , x = (x1, · · · , xn)
T

A称为二次型的矩阵。

94. 二次型的秩
称矩阵 A的秩为二次型 f(x1, . . . , xn) = xTAx的秩。

95. 标准形
只含平方项，不含交叉项的二次型称为标准形。其矩阵为对角矩阵。

96. 合同
设 A,B 是同阶方阵，若存在可逆矩阵 P , 使得 P TAP = B, 则称 A 与 B 合同。记作

A ≃ B.
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97. 惯性指数
把二次型 f(x1, . . . , xn) = xTAx的标准形 k1y

2
1 + · · ·+ kny

2
n 中的正项的个数 p和负项的

个数 q分别称为该二次型（或矩阵 A）的正惯性指数和负惯性指数。

98. 规范形
设二次型 f(x1, . . . , xn) 的秩为 r, 正惯性指数为 p, 则可以通过可逆线性变换将其化为
y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2r ,该式称为二次型的规范形。

99. 正定性
设实二次型 f(x) = xTAx满足：

对 Rn中任何非零向量 x,有 f(x) > 0,则称之为正定二次型，称 A为正定矩阵。

对 Rn中任何非零向量 x,有 f(x) < 0,则称之为负定二次型。称 A为负定矩阵。

100. 顺序主子式
对于方阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


它的顺序主子式为

∆1 = A11,∆2 =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ , . . . ,∆n = |A|

2 性质

1. 一次对换改变排列的奇偶性

2. 行列式的性质

• 排序定义的推广∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
i1i2···in

为12···n的全排列

(−1)τ(i1i2···in)+τ(j1j2···jn)ai1j1ai2j2 · · · ainjn .

• |AT| = |A|

• 行列式的某一行 (列)乘常数 k,其行列式等于原行列式乘 k

• 行列式两行 (列)互换，行列式变号，值不变

• 行列式的某一行 (列) 的每个元素都是两个数之和，则此行列式等于两个行列式之
和。

形如：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
b1 + c1 b2 + c2 · · · bn + cn

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
b1 b2 · · · bn
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
c1 c2 · · · cn
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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• 行列式的某一行 (列)的 k倍加到另一行 (列)，行列式不变。

• 若行列式某两行 (列)对应成比例，则行列式值为 0

• 若行列式某一行 (列)均为 0，则行列式值为 0

• |AB| = |A||B|

• 对于 n阶矩阵 A，|kA| = kn|A|

3. 代数余子式的性质
设 Aij 为行列式 |A|在 (i, j)处的代数余子式，则

ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+AinAjn =

|A| i = j

0 i ̸= j

4. 特殊行列式的值

• 对角行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann

• 三角行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann

• Vandermonde行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a1 a2 · · · an

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an−1
1 an−1

2 · · · an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai)

5. 任意方程组都可以经过若干次初等变换化成阶梯形方程组

6. 任意矩阵均可经过有限次初等行变换化为行最简型，得到的行最简型与采取的初等行变
换过程无关

7. 矩阵的加法的性质

• A+B = B +A

• (A+B) + C = A+ (B + C)

• A+O = O +A = A
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• A+ (−A) = (−A) +A = O

8. 矩阵的数乘的性质

• (kl)A = k(lA)

• (k + l)A = kA+ lA

• k(A+B) = kA+ kB

• 1A = A

• 0A = O

9. 矩阵的乘法的性质

• (AB)C = A(BC)

• k(AB) = (kA)B = A(kB)

• A(B + C) = AB +AC

• (B + C)A = BA+ CA

• EA = AE = A

10. 矩阵的幂的性质

• AmAn = Am+n

• (Am)
n
= Amn

11. 矩阵的转置的性质

• (AT)
T
= A

• (A+B)T = AT +BT

• (kA)T = kAT

• (AB)T = BTAT

12. 矩阵的伴随阵的性质

• AA∗ = A∗A = |A|E

• (A1A2)
∗ = A∗

2A
∗
1

• (A∗)∗ = |A|n−2A

• |A∗| = |A|n−1

(|A| = 0时亦适用，注意证明)

13. 矩阵的逆的性质

• (kA)−1 = 1
k
A−1

• (A1A2)
−1 = A−1

2 A−1
1

• (A−1)−1 = A

• |A−1| = 1
|A|

• (AT)
−1

= (A−1)
T

• 当矩阵 A可逆时，AB = AC 可推出 B = C
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14. Laplace定理

设 n阶方阵 A =


A1

A2

. . .

As

,其中每个 Ai分别为 ni阶方阵，则

A−1 =


A−1

1

A−1
2

. . .

A−1
s


15. 矩阵的秩的性质

• r(A) = r等价于 A至少存在一个 r阶非零子式，同时 A的所有 r + 1阶子式为零

• 行阶梯形矩阵的秩等于它的行阶梯数

• 初等行变换不改变矩阵的秩

• 一个矩阵与任意可逆矩阵的乘积的秩等于该矩阵的秩

• 可逆阵的秩等于它的阶数

• 设矩阵 Am×n 的秩 r(A) = r,则经过一系列初等变换，可以得到与矩阵 A等价的矩

阵

(
Er 0

0 0

)
• 设矩阵 Am×n的秩 r(A) = n < m,则经过一系列初等行变换，可以得到与矩阵 A等

价的矩阵

(
Er

0

)
• 设矩阵 Am×n的秩 r(A) = m < n,则经过一系列初等列变换，可以得到与矩阵 A等

价的矩阵
(

Er 0
)

• 若 n阶方阵 A可逆，则 A必可以经过一系列初等行变换 (或一系列初等列变换)化
为单位阵 En

• 若 r(A) = r(B),则存在可逆矩阵 P 和 Q,使 B = PAQ

• r(AT ) = r(A)

• max{r(A1), r(A2)} ≤ r(

(
A1

A2

)
) ≤ r(A1) + r(A2)

• r(A+B) ≤ r(A) + r(B)

• r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}

• r(AB) ≥ r(A) + r(B)− n

16. 初等变换与初等矩阵

• 对矩阵 A作一次初等行变换，相当于用相应的初等矩阵左乘 A

• 对矩阵 A作一次初等列变换，相当于用相应的初等矩阵右乘 A

17. 方阵 A可逆当且仅当 A可以写成一系列初等矩阵的乘积

18. 向量组的等价的性质
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• 如果向量组 {α1, α2, · · · , αs} 与 {β1, β2, · · · , βt} 等价，则矩阵 (α1, α2, · · · , αs) 与

(β1, β2, · · · , βt)等价

• 两个矩阵的行向量组等价与列向量组等价没有关系

• 如果向量组 {α1, α2, · · · , αs}与 {β1, β2, · · · , βt}等价，且它们均线性无关，则 t = s

19. 线性相关的性质

• 当m > n时，任意m个 n维向量线性相关

• 设向量组 {α1, α2, · · · , αs}线性无关，而向量组 {β, α1, α2, · · · , αs}线性相关，则向
量 β 一定能用 {α1, α2, · · · , αs}唯一地线性表示

20. 极大无关组的性质
同一个向量组的任意两个极大无关组等价，且每一组极大无关组的个数是一样的

21. 向量组的秩的性质

• 如果向量组 {α1, α2, · · · , αs}可以由向量组 {β1, β2, · · · , βt}线性表示，则 r{α1, α2, · · · , αs} ≤
r{β1, β2, · · · , βt}

• 等价的向量组有相同的秩

• 秩为 r的向量组中任意 r个线性无关的向量，均为该向量组的一个极大无关组

• 矩阵的行秩等于列秩，均等于矩阵的秩

• 0 ≤ r{α1, α2, · · · , αs} ≤ s

• r{α1, α2, · · · , αs} = 0当且仅当 a1 = a2 = · · · = as = 0

• r{α1, α2, · · · , αs} = s等价于 α1, α2, · · · , αs线性无关

• r{α1, α2, · · · , αs} < s等价于 α1, α2, · · · , αs线性相关

22. 对矩阵进行初等行变换，不会改变其列向量间的线性关系。

23. Cauchy-Schwarz不等式
| < α, β > | ≤ ∥α∥ ∥β∥

当且仅当 α与 β 共线时等号成立

24. 三角不等式
∥α+ β∥ ≤ ∥α∥+ ∥β∥

当且仅当 α与 β 同向共线时等号成立

25. 正交组的性质

• 设 {α1, α2, · · · , αr}是一个正交组，则 α1, α2, · · · , αr 线性无关

• 设 {α1, α2, · · · , αm}是 n维向量空间 Rn 的一组线性无关的向量组，则存在一个正

交组 {β1, β2, · · · , βm},使 β1, β2, · · · , βm可以由 α1, α2, · · · , αm线性表示

26. 正交矩阵的性质

• 若 A为正交矩阵，则 |A| = ±1

• 若 A和 B 均为正交矩阵，则 AB 为正交矩阵

• 正交矩阵的列向量组构成正交组。
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27. 对于齐次线性方程组 Ax = 0,当它的系数矩阵 A的秩 r(A) = r时，dim(K(A)) = n− r

28. 特征多项式的性质
假设矩阵 A = (aij)n×n,则

• |λE −A|是 n次多项式，且其 n次项的系数为 1

• |λE −A|的 n− 1次项的系数为 −(a11 + a22 + · · ·+ ann)

• |λE −A|的常数项为 (−1)nA

29. 特征值的性质

• n阶方阵有 n个特征值 (包含重根)

• 假设矩阵 A = (aij)n×n的特征值为 λ1, λ2, . . . , λn,则

n∑
i=1

λi = tr(A),
n∏

i=1

λi = |A|

• 如果 λ0 是可逆矩阵 A的特征值，则 λ0 ̸= 0,且 λ−1
0 是 A−1 的特征值。特别地，若

Aη = λη,则 Akη = λkη.

• 如果 λ0 是矩阵 A的特征值，f(λ)是多项式，并且 f(A) = O,则 A的特征值全是

f(λ) = 0的根

• 若已知矩阵 A的特征值为 λ1, λ2, . . . , λn,则 A∗ = λ1λ2 · · ·λnA
−1.

30. 特征向量的性质
假设 η1, η2, · · · , ηs是矩阵属于不同特征值 λ1, λ2, · · · , λs的特征向量，则 η1, η2, · · · , ηs是
线性无关。

31. 化零多项式的性质
矩阵 A的特征值全是它的化零多项式 f(λ) = 0的根。

A的化零多项式的根未必都是 A的特征值。

32. 矩阵相似的性质

• 若矩阵相似，则必等价。反之不然。

• 若 A ∼ B,且 A可逆，则 A−1 ∼ B−1.

• 设 A ∼ B,f 是一个多项式，则 f(A) ∼ f(B).

• 相似矩阵有相同的特征多项式和特征值。(不一定有相同的特征向量)

• 若 A ∼ B,则 |A| = |B|.

• 若 A ∼ B,则 r(A) = r(B).

33. 实对称矩阵的性质

• 实对称矩阵的特征值都是实数

• 实对称矩阵的属于不同特征值的特征向量两两正交

• 若 A是实对称矩阵，则存在正交矩阵 Q,使得 QTAQ是对角矩阵。

• 若 A是实对称矩阵，则 A与对角矩阵合同。

34. 矩阵合同的性质
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• A ≃ A

• 若 A ≃ B,则 B ≃ A

• 若 A ≃ B,B ≃ C,则 A ≃ C.

• 两个 n阶实对称矩阵 A和 B 合同的充要条件是它们具有相同的秩和正惯性指数。

35. 主轴定理
二次型 f(x1, · · · , xn) = xTAx可经正交变换 x = Qy化为标准形 λ1y

2
1 + · · ·+ λny

2
n,其中

λ1, · · · , λn为 A的特征值。

36. 惯性定理
二次型 f(x1, . . . , xn) = xTAx可经可逆线性变换化为标准形

f(x1, . . . , xn) = k1y
2
1 + · · ·+ kny

2
n

其中 k1, . . . , kn 中非零的个数 r = r(f),并且正项个数 p与负项个数 q(p+ q = r)都是可

逆线性变换下的不变量。

37. 设 n阶实对称矩阵 A的秩为 r,正惯性指数为 p,则存在可逆阵 P ,使

P TAP =



1
. . .

1

−1
. . .

−1
0

. . .

0



p个1

(r − p)个− 1

(n− r)个0

由于 P 和 pT是可逆的，故两个矩阵是等价的。

38. 正定矩阵的性质

• 设 A是正定矩阵，则 |A| > 0, tr(A) > 0.

• 可逆线性变换不改变二次型的正定性

• 合同的实对称矩阵的正定性相同

• 同阶正定矩阵的和仍为正定矩阵

3 ⽅法

1. 一般数字行列式 |(aij)n×n|的计算步骤：

• 化为上三角或者下三角行列式：

(a) 检查第一列是否有非零元，若无，行列式为零；

(b) 若有，必要时可交换两行 (行列式变号)，使 (1,1)位置非零；

(c) 把第一行的适当倍数加到其它行，使第一列上其他位置均为零；
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(d) 再对得到的 n− 1阶行列式的 (1,1)子式重复前面三步，最后得到一个上三角行
列式，对角元乘在一起就得到该行列式。

• 分解行列式，递推法

• 按行或者按列展开

2. 解含有 n个方程的 n元线性方程组

• Cramer法则
对于线性方程组 

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

,

设

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Di为将 D的第 i列替换为方程组的常数项，那么原方程组的解为

xi =
Di

D
, i = 1, 2, . . . , n.

• 逆矩阵法
求系数矩阵的逆矩阵，故解向量为常数矩阵左乘系数矩阵的逆矩阵。即：

Ax = b, x = A−1b.

3. 解含有 n个方程的m元线性方程组

• Gauss消元法
通过对方程组进行换位变换 (互换两个方程的位置)、倍乘变换 (用一个非零的数同
乘某一个方程的等号两端)、消去变换 (把一个方程的等号两端同乘以 k倍，分别加

到另一个方程的等号两端)，来尽可能地减少变量的个数，再利用回代的方法求出线
性方程组的解。

• 对增广矩阵进行初等行变换
对增广矩阵进行初等行变换，将其化成行阶梯型矩阵，相应的方程组也就成了阶梯

形方程组。

当该线性方程组有无穷多解，并要求其通解时，将其化为行最简型，然后转换成方

程组形式即可。

4. 解矩阵方程
对于矩阵方程 AX = B，对矩阵 (A,B)进行初等行变换，使其化为 (B,C)（或对矩阵(
A
B

)
进行初等列变换，使其化为

(
B
C

)
）,从而 X = C 即为矩阵方程的解。
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5. 判断含有 n个方程的m元线性方程组的解的个数

对于线性方程组 

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bn

,

其系数矩阵为 A,增广矩阵为 (A, b),

• 无解
r(A) < r(A, b)

• 有唯一解
r(A) = r(A, b) = n

• 无穷多解
r(A) = r(A, b) < n

6. 判断含有 n个方程的m元齐次线性方程组的解的个数

当 s < n时，必有非零解

当 s = n时，有非零解的充要条件是系数行列式等于 0

7. 计算矩阵的幂

• 若 αβ = (1),则 (βα)n = β(αβ)n−2α。

• 若 A = B + C,且 BC = CB,则 An = (B + C)n =
n∑

k=1

Ck
nB

n−kCk

8. 求方阵的逆矩阵
对于 n阶方阵：

• 待定系数法

• 伴随矩阵法
A−1 =

1

|A|
A∗

• 初等变换法

◦ 把 A和 E并排，构造一个 n× (2n)的矩阵 (A : E);对 (A : E)实施初等行变换，

若干次后，(A : E)→ (E : A−1)。

◦ 把 A和 E 并列，构造一个 (2n)× n的矩阵
(
A
E

)
;对

(
A
E

)
实施初等列变换，若干

次后，
(
A
E

)
→
(

E
A−1

)
。

9. 判断矩阵可逆
对于 n阶矩阵 An,An可逆当且仅当：

• |An| ̸= 0

• r(An) = n

• A可以写成一系列初等矩阵的乘积

• A的行最简形矩阵为 E

• A的特征值均不为 0
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10. 已知 n阶矩阵 A满足 A2 − 2A+ 3E = 0,求 (A+ E)−1：

(A+ E)(A− 3E) = −6E, (A+ E)(−1

6
A− 1

2
E) = E

(A+ E)−1 = −1

6
A− 1

2
E

11. 已知 A是二阶方阵，x是二维非零列向量，若 A2x + Ax = 6x,B = (x, Ax),求一矩阵
C,使得 AB = AC.
由于

AB = A(x, Ax) = (Ax, A2x) = (Ax, 6x−Ax)

= (x, Ax)

(
0 6

1 −1

)
,

故可取 C =

(
0 6

1 −1

)
.

12. 计算矩阵的秩
先经初等行变换将矩阵变为阶梯形矩阵，再由阶梯数确定矩阵秩。

13. 证明两个矩阵的秩相等

• 运用初等变换看两个矩阵是否等价

• 设两个矩阵为 A,B,则可通过证明 AX = 0与 BX = 0同解来证明秩相等。

14. 判断向量能否被线性表示
记 A = (α1, α2, . . . , αs).
则向量 β 可以由 {α1, α2, . . . , αs}线性表示，当且仅当方程 AX = β 有解。

15. 判断向量组之间的线性表示
向量组 {β1, β2, . . . , βs}可以由 {α1, α2, . . . , αs}线性表示，当且仅当矩阵方程 AX = B

有解。

16. 判断向量组之间的等价
记 A = (α1, α2, . . . , αs),B = (α1, α2, . . . , αs).
则向量组 {β1, β2, . . . , βs}和 {α1, α2, . . . , αs}等价，等价于 r(A) = r(A,B) = r(B).

17. 判断向量组是否线性相关
记 A = (α1, α2, . . . , αs),则向量组是否线性相关等价于方程组 AX = 0是否有非零解。

18. 求一个向量组的极大无关组的方法
行最简形的主列对应的原矩阵的列是其列向量组的极大无关组。

如果要将非主列用极大无关组线性表示，则要化成行最简形。（初等行变换不改变列向

量间的线性关系）。

19. 求过渡矩阵和向量在不同基下的坐标
设α1, α2, . . . , αn和β1, β2, . . . , βn是V 中两组基，记A = (α1, α2, . . . , αn),B = (β1, β2, . . . , βn),
则由 A到 B 的过渡矩阵 C = BA−1.
如果在基 A下向量 η的坐标为 (a1, a2, . . . , an)

T,那么在基 B下向量 η的坐标可以表示为

C−1(a1, a2, . . . , an)
T.
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20. 求一个线性空间的标准正交基
Schmidt正交化方法：
设 α1, α2, . . . , αn是线性空间 V 的一组基，那么 V 的一组标准正交基 β1, β2, . . . , βn可以

由如下公式给出:

β1 = α1

β2 = α2 −
< α2, β1 >

< β1, β1 >
β1

β3 = α3 −
< α3, β2 >

< β2, β2 >
β2 −

< α3, β1 >

< β1, β1 >
β1

· · ·

βn = αn −
< αn, βn−1 >

< βn−1, βn−1 >
βn−1 −

< αn, βn−2 >

< βn−2, βn−2 >
βn−2 − · · · −

< αn, β1 >

< β1, β1 >
β1.

21. 求一个齐次线性方程组的基础解系和其通解
设 A为m× n型矩阵，r(A) = r < n,则齐次线性方程组 Ax = 0的基础解系的求法是:
将矩阵 A通过初等行变换，变换成行最简型

c11 · · · c1,j1−1 0 c1,j1+1 · · · c1,jr−1 0 c1,jr+1 · · · c1n

0 · · · 0 c2j2 c2,j2+1 · · · c2,jr−1 0 c2,jr+1 · · · c2n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 crjr cr,jr+1 · · · crn

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0


• 方法一
对于每个没有非零首元的列（即第 2, 3, . . . , j1− 1, j1+1, . . . , n列，共 n− r列），它

总对应着一个自由未知量。自由未知量与基础解系中的向量一一对应。设第 i个自

由未知量所在列为 bi,则该自由未知量对应的基础解系中的一个向量 ξi 的第 bi 行为

1，而第 bj 行 (j ̸= i, j = 1, 2, . . . , n− r)为 0.接着 ξi 还有 r个元素未填充，我们选

择原来的行最简型中的第 bi列，取前 r行的元素取相反数，按顺序填入 ξi未填充的

部分。如：

ξ1 =



−c12
1

0
...
0


, · · · , ξj1−2 =



−c1,j1−1

0

0
...
0

1

0
...
0



, · · · ,
←第j1 − 1行
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ξn−r =



−c1n
0
...
0

−c2n
0
...
0

−c3n
0
...
0

−crn
0
...
0

1



←第j1 − 1行

←第j1 + 1行

←第j3 − 1行

←第jn − 1列

该线性方程组的通解为

x = k1ξ1 + k2ξ2 + · · ·+ kn−rξn−r, ki ∈ R.

• 方法二
化成行最简型以后，可以以方程组形式求出其通解：(设 xr1 , xr2 , . . . , xrn−r

为自由未

知量) 

x1 = t11xr1 + t12xr2 + · · ·+ t1,n−rxrn−r

x2 = t21xr1 + t22xr2 + · · ·+ t2,n−rxrn−r

· · ·

xr = tr1xr1 + tr2xr2 + · · ·+ tr,n−rxrn−r

,

然后对于 xri 对应的基础解系中的向量 ξi,重复方法一的步骤即可。（注意此时则不
需要取相反数）

22. 求一个非齐次线性方程组的一般解
设 A为m× n型矩阵，r(A) = r < n,则非齐次线性方程组 Ax = b的一般解的求法是:
将增广矩阵 (A, b)通过初等行变换，变换成行最简型

c11 · · · c1,j1−1 0 c1,j1+1 · · · c1,jr−1 0 c1,jr+1 · · · c1n d1

0 · · · 0 c2j2 c2,j2+1 · · · c2,jr−1 0 c2,jr+1 · · · c2n d2
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
0 · · · 0 0 0 · · · 0 crjr cr,jr+1 · · · crn dr

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0


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忽略最后一列，得到其导出组 Ax = 0的通解 ξ1, ξ2, · · · , ξn−r。

再令自由未知量均为 0,得到 Ax = b的一个特解

γ =



d1

0
...
0

d2

0
...
0

d3

0
...
0

dr

0
...
0

0



←第j1 − 1行

←第j1 + 1行

←第j3 − 1行

←第jn − 1列

故原非齐次线性方程组 Ax = b的一般解为

x = γ + c1ξ1 + c2ξ2 + · · ·+ cn−rξn−r, ci ∈ R.

23. 求矩阵的特征值与特征向量
对于 n阶方阵 A,令它的特征多项式 |λE −A| = 0,解出的数 λi即为矩阵 A的特征值。

对于每一个特征值 λi,相应于它的特征向量即为方程组 A − λiE = 0的非零解。从而求

出其基础解系即可。

24. 已知向量 η是矩阵 A的属于特征值 λ的一个特征向量，求其中的一些参数。

由定义列出方程 Aη = λη,解方程即可。

25. 判断方阵是否可以相似对角化，并求对角矩阵和相应的相似变换矩阵
对于 n 阶方阵 A, 先通过 |λE − A| = 0 求出其互异的特征值 λ1, λ2, · · · , λs, s ≤ n. 若
s = n,则 A可相似对角化。若 s ̸= n,且每个 ni重特征值 i对应的基础解系有 ni个向量，

当且仅当 A可相似对角化。

设 λi对应的特征向量的基础解系为 ηi1, ηi2, . . . , ηini
,则

P = (η11, η12, · · · , η1n1
, η21, η22, · · · , η2n2

, · · · , ηs1, ηs2, · · · , ηsns
).

注意到 n1 + n2 + · · ·+ ns = n,则 P 恰好是一个 n阶方阵。并且有对角矩阵

Λ =


λ1En1

λ2En2

. . .

λsEns

 .

即 λi对应的线性无关的特征向量有几个，就写几个 λi.
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26. 将实对称矩阵正交相似对角化
设 A为实对称矩阵。

首先，求出 A的全部互不相同的特征值 λ1, λ2, · · · , λs.
对于每一个 λi,求出它对应的特征向量的基础解系
将基础解系用 Schmidt 正交化方法正交化。再将其单位化。（注意只要将每个基础解系
正交化，而非所有特征向量正交化。实对称矩阵的不同特征值对应的特征向量组彼此正

交。）

用新的基础解系相似对角化 A.

27. 求二次型的矩阵的方法
已知二次型为 f(x1, · · · , xn) = b11x

2
1 + · · · bijxixj + · · · ,那么，当 i ̸= j 时，二次型对应

的实对称矩阵的元素 aij = aji =
bij
2

.当 i = j 时，aii = bii.

28. 化二次型为标准形的方法

• 主轴定理法
先求出二次型的矩阵的特征值，然后用主轴定理即可。（标准形在不计特征值顺序

时是唯一的）

• 拉格朗日配方法

(a) 若二次型中含有 xi 的平方项，则先把含 xi 的各项配成平方项，然后再依此法

对其他变量配方。

(b) 若二次型中不含任何平方项，但有 aij ̸= 0(i ̸= j),则作一可逆线性变换
xi = yi + yj

xj = yi − yj

xk = yk, k ̸= i, j

使二次型化为含有平方项的形式，再按上面的方法配方。

29. 判断矩阵合同
两个 n阶实对称矩阵合同的充要条件是它们具有相同的秩和正惯性指数。

30. 判断矩阵正定
首先，先判断矩阵是实对称矩阵。

接着，以下几个条件等价：

• A是正定矩阵

• A的特征值均大于 0

• A的正惯性指数为 n

• A与 E 合同

• 存在可逆阵 P ,使得 A = P TP

• A的顺序主子式都大于 0

31. 判断矩阵负定
矩阵 A负定当且仅当矩阵 −A正定
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