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1 定义

1. 二元关系
对于非空集合 A,映射 f : A×A → A称为 A上的一个二元关系。

2. 半群、含幺半群、群、可换群
设 G为一非空集合，·为 G上的一个二元关系。有如下性质：

S1: ∀a, b, c ∈ G, (ab)c = a(bc)（结合律）

S2: ∃e ∈ G, s.t.∀a ∈ G, ae = ea = a（单位元）

S3: ∀a ∈ G,∃a−1 ∈ G, s.t.aa−1 = a−1a = e（逆元）

S4: ∀a, b ∈ G, ab = ba（交换律）

对满足性质 S1的集合 G，称 (G, ·)为半群
对满足性质 S1和 S2的集合 G，称 (G, ·)为含幺半群，e称为单位元

对满足性质 S1,S2和 S3的集合 G,称 (G, ·)为群，a−1称为 a的逆元

对满足性质 S1,S2,S3和 S4的集合 G,称 (G, ·)为可换群。

3. 幂
对于群 (G, ·)中的元素 a，它的幂的定义为

an = a · a︸︷︷︸
n个

其中 n为正整数。并规定 a0 = e.

4. 群的阶
群 G的元素的个数称为群 G的阶，记作 |G|

5. 有限群与无限群
如果群 G是有限集，则称 G为有限群。

如果群 G是无限集，则称 G为无限群。

6. 群表
一个群的乘法表称为一个群表。

7. 左右单位元
设 (G, ·)是一个半群
若 ∃eL ∈ G, s.t.∀a ∈ G, eLa = a,则称 eL为左单位元

若 ∃eR ∈ G, s.t.∀a ∈ G, aeR = a,则称 eL为右单位元。

8. 左右逆元
设 (G, ·)是一个含幺半群
若 ∀a ∈ G,∃a−1

L , s.t.a−1a = e,则称 a−1
L 为 a的左逆元

若 ∀a ∈ G,∃a−1
R , s.t.aa−1 = e,则称 a−1

R 为 a的右逆元。

9. 循环子群
设 G是群，a ∈ G,令

H = {ak|k ∈ Z}

则 H 称为由 a生成的循环子群，记作 < a >，a称为它的生成元。
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10. 生成群
设 S 是群 G的一个非空子集，包含 S 的最小子群称为由 S 生成的子群，记作 < S >,S
称为它生成元集。

如果 G =< S >,且任何 S 的真子集的生成子群均不是 G,则称 S 是 G的极小生成元集。

11. 置换、轮换和对换

• 将 1, 2, . . . , n变换为一个n级排列 i1, i2, . . . , in的变换称为n次置换，记作

(
1 2 · · · n

i1 i2 · · · in

)
.

• 设 r是一个 n次置换，满足

◦ r(a1) = a2, r(a2) = a3, . . . , r(al) = a1

◦ 当 a ̸= ai, i = 1, 2, . . . , l时，r(a) = a

则称 r是一个长度为 l的轮换，或称其为一个 l-轮换，记作 r = (a1, a2, . . . , al).

• 长度为 2的轮换称为对换

• 一个置换 σ分解为对换乘积时，若对换的个数为偶数，则称 σ为偶置换；若对换的

个数为奇数，则称 σ为奇置换。

Remark
长度为奇数的轮换是偶置换，长度为偶数的轮换是奇置换。

• 若一个n次置换σ的标准轮换分解式是由λi个 i-轮换组成，则称σ是一个 1λ12λ2 · · ·nλn

型置换。

12. 元素的阶
设 G是群，a ∈ G.使

an = e

成立的最小正整数 n称为 a的阶或周期，记作 o(a).如果没有这样的正整数存在，则称 a

的阶是无限的。

13. 集合运算

• 群内子集的运算
下面的集合运算只在讨论群的相关定理的时候成立：

设 A,B 是非空集合，则定义

◦ AB = {ab|a ∈ A, b ∈ B}

◦ A−1 = {a−1|a ∈ A}

◦ gA = {ga|a ∈ A}

• 环内子集的运算
下面的集合运算只在讨论环的相关定理的时候成立：

设 A,B 是非空集合，则定义

◦ A+B = {a+ b|a ∈ A, b ∈ B}

◦ AB =

{
n∑

i=1

aibi|ai ∈ A, bi ∈ B, i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N

}
◦ gA = {ga|a ∈ A}
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14. 子群
设 S是 G内的一个非空子群，若 S对 G的运算也构成群，则称 S是 G的一个子群，并

记作 S ≤ G.若 S ̸= G,则称 S 是 G的真子群，记作 S < G.

15. 群的同构
设 (G, ·)和 (G′, ◦)是两个群，若存在一个 G到 G′的双射 f 满足

∀a, b ∈ G, f(a · b) = f(a) ◦ f(b)

就说 f 是 G到 G′的一个同构映射或同构，并称 G和 G′同构，记作 G ∼= G′.

16. 陪集
设 (G, ·)是一个群，H ≤ G, a ∈ G,则称 a ·H 为H 的一个左陪集，H · a为H 的一个右

陪集。a称为该陪集的代表元。

记 (G/H)L = {aH|a ∈ G}, (G/H)R = {Ha|a ∈ G}

17. 子群的指数
设 G是群，H ≤ G,H 在 G中的左（右）陪集个数称为 H 在 G中的指数，记作 [G : H]

18. 正规子群
设 G是群，H ≤ G,若 ∀g ∈ G,有

gH = Hg

则称 H 是 G的正规子群，记作 H ⊴G.用 H ◁G表示 H 是 G的真正规子群。

19. 换位子
群 G中形式为 aba−1b−1的元素称为 a, b的换位子。

20. 陪集集合
设 H ⊴ G,称 G关于 H 的左陪集的集合（等于 G关于 H 右陪集的集合）为 G关于 H

的陪集集合，记作 G/H .

21. 商群
设 H ⊴ G,称 G/H 关于子群乘法构成的群称为 G关于 H 的商群。有时也称为 G模 H

的同余类群。有时也记 ā = aH ,称为 G模 H 的一个同余类。

Remark

• (G/H, ·)的单位元是 H

• 乘法满足 (aH) · (bH) = (ab)H ,特别地，H ·H = H

• aH 的逆元是 a−1H

22. 单群
若群 G ̸= {e},G除 {e}和本身外，无其他正规子群，则称 G是单群。

23. 环
设A是一个非空集合，在A中定义两种二元运算，一种叫加法，记作+,一种叫乘法，记
作 ·,且满足

• (A,+)是一个可换群

• (A, ·)是一个半群
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• ∀a, b, c ∈ A, a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc(左、右分配律成立)

则称代数系 (A,+, ·)是环。
若环对乘法是可交换的，则称其为可换环。

A中，

• 加法的单位元称为 A的零元，记作 0.

• 元素 a关于加法的逆元称为 a的负元，记作 −a.

• 如果存在乘法的单位元，则称其为 A的单位元，记作 1.

• 如果对于元素 a,存在它关于乘法的逆元，则称其为 a的逆元，记作 a−1.

环中乘法的可逆元称为正则元或单位。

24. 零因子
设 A是一个环，a, b ∈ A,若 ab = 0,且 a ̸= 0和 b ̸= 0,则称 a为左零因子，b为右零因

子。若一个元素既是左零因子，又是右零因子，则称其为零因子。

25. 环的分类
设 (A,+, ·)是环

• 若 A ̸= {0},且 A可交换，无零因子，则称 A为整环

• 若 A满足

◦ A中至少有元素 0和 1

◦ A∗ = A/{0}构成乘法群

则称 A是一个除环

• 若 A是一个可交换的除环，则称 A为域。

具有有限个元素的域，称为有限域。

26. 子环与扩环
设 (A,+, ·)和 (B,+, ·)均为环，且 B ̸= ∅.若 B ⊆ A,则称 B是 A的子环，A是 B的扩

环。

27. 理想
设 A是一个环，I 是它的一个子环，∀a ∈ I∀x ∈ A,若 xa ∈ I ,则称 I 是 A的一个左理

想；若 ax ∈ I ,则称 I 是 A的一个右理想；若 I 既是 A的左理想，也是 A的右理想，则

称 I 是 A的一个理想。

对于环 A,称 {0}和 A为 A的平凡理想。

28. 单环
若一个环内无非平凡理想，则称这个环为单环。

Remark
证明一个环是单环，常用方法为证明单位元在其中。

29. 生成子环
设A是环，S是A的一个非空子集，则A的包含 S的最小子环称为由 S生成的子环，或

称为 S 的生成子环，记作 [S].
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30. 生成理想
设A是环，S是A的一个非空子集，则A的包含 S的最小理想称为由 S生成的理想，或

称为 S 的生成理想，记作 (S).

31. 商环
设 A是环，I 是 A的一个理想，A作为加法关于 I 的商群 A/I 对模 I 的加法与乘法所做

成的环，称为 A关于 I 的商环或称为 A模 I 的同余类环。

32. 可逆元群
一个环中的所有可逆元的集合记作 U(A).那么 (U(A), ·)称为可逆元群。

33. 极大理想
设M 是环 A的非平凡理想，若有理想 H 且M ⊆ H ,则 H = A,则称M 是 A的一个极

大理想。

34. 素理想
设 R是可换环，H 是 R的一个非平凡理想，若由 ab ∈ H 可得 a ∈ H 或 b ∈ H ,则称 H

是 R的一个素理想。

35. 环的同构与同态
设 (A,+, ·)和 (A′,⊕, ◦)是两个环，若有一个 A到 A′的映射 f 满足以下条件：

∀a, b ∈ A，有

f(a+ b) = f(a)⊕ f(b)

f(a · b) = f(a) ◦ f(b)

则称 f 是 A到 A′的同态。

如果 f 是单射，则称 f 是一个单同态。

如果 f 是满射，则称 f 是一个满同态。这时，记作 A ∼ A′

如果 f 是双摄，则称 f 是 A到 A′的一个同构，记作 A ∼= A”

36. 同态核
设 f是环 (A,+, ·)到 (A′,⊕, ◦)的一个同态，则A′的零元 0′的全原象 f−1(0′) = {x|f(x) =
0′, x ∈ A}称为 f 的同态核，记作 kerf

2 定理

1. 群表的性质

• 每行（列）包含一个元素

• 若 G是可换群，则它的乘法表对称于主对角线。

2. 单位元的性质
若半群 G有左单位元 eL和 eR,则 eL = eR = e是 G的单位元，且单位元唯一

3. 逆元的性质

• 若含幺半群 G中的元素 a有左逆元 a−1
L 和右逆元 a−1

R ,则 a−1
L = a−1

R = a−1 是 a的

逆元，且逆元唯一
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• (a−1)−1 = a

• 若 a, b可逆，则 ab可逆，且 (ab)−1 = b−1a−1

• 若 a可逆，则 an可逆，且 (an)−1 = (a−1)n

4. 群的等价叙述
(G, ·)是群与下面几个命题等价

• 半群 (G, ·)满足 G中有左单位元 eL,且 ∀a ∈ G,∃a−1 ∈ G, s.t.a−1a = eL

Remark
这里可以是左单位元和 a对左单位元的左逆元，也可以是右单位元和 a对右单位元

的右逆元。但不能一左一右。

• 半群 (G, ·)满足 ∀a, b ∈ G,方程 ax = b, ya = b在 G中均有解

• 有限半群 (G, ·)满足左右消去律都成立

5. 元素的阶的性质

• 设 G是群，a ∈ G,则
am = 1 ⇔ o(a) | m

• 有限群中的每一个元素的阶是有限的。无限群中的元素的阶不一定是无限的。
Remark
无限群的例子，如：G = {a|am = 1,m ∈ N+},则 G对乘法构成群，但 G中每个元

素的阶都是有限的。

• 设 G是群，a, b ∈ G, o(a) = m, o(b) = n,若 (m,n) = 1和 ab = ba,则 o(ab) = mn

• 设 G是群，a ∈ G, o(a) = n,则 ∀m ∈ N+, o (am) =
n

(m,n)

6. 子群的性质

• 设 H ≤ G,则 H 的单位元就是 G的单位元

• 若 H1,H2 ≤ G，则 H1 ∩H2 ≤ G

• 若 H1,H2 ≤ G，则 H1 ∪H2 ≤ G ⇔ H1 ⊆ H2或H2 ⊆ H1

• 若 H1,H2 ≤ G，则 H1H2 ≤ G ⇔ H1H2 = H2H1

7. 子群相关定理
设 S 是群 G的一个非空子集，则以下三个命题等价

• S 是 G的子集

• 对任何 a, b ∈ S 有 ab ∈ S 和 a−1 ∈ S

• 对任何 a, b ∈ S 有 ab−1 ∈ S

8. 生成元集的表示
设 S 是群 G的一个非空子集，则

< S >= {aε11 aε22 · · · aεkk |ai ∈ S, εi ∈ Z, k = 1, 2, · · · }

9. 群同构的性质
设 (G, ·)和 (G′, ◦)是两个群，单位元分别为 e和 e′,且 f 是 G到 G′的一个同构映射,则
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• f(e) = e′

• ∀a ∈ G, f(a−1) = (f(a))−1

• ∀H ≤ G, f(H) ≤ G′

• ∀a ∈ G, o(f(a)) = o(a)

• 若存在 a, b ∈ G,有 a · b = b · a，则 f(a) ◦ f(b) = f(b) ◦ f(a)

10. 循环群的性质
设 G =< a >是 a生成的循环群，则

• 当 o(a) = ∞时，G ∼= (Z,+),(Z,+)的生成元只能是 1或 −1,其全部子群为Hm =<

m >,m = 0, 1, 2, · · ·

• 当 o(a) = n时，G ∼= (Zn,+),(Zn,+)的生成元只能是 a,其中 (a, n) = 1,其全部子
群为 < 0̄ >和 < d̄ >, d | n

11. 置换、轮换和对换的性质

• 设 σ是任一个 n次置换，则 σ = r1r2 · · · rk,其中 {ri}是不相交的轮换。若不计因子
的次序，则分解式唯一，此分解式被称为其标准轮换分解式。且 o(σ) = [l1, l2, . . . , lk]

Remark

◦ 若要将一个置换表示成若干个轮换之积，则可省略 1-轮换。

◦ 不相交的轮换之间满足交换律。

• 任何一个置换 σ可分解为对换之积：

σ = π1π2 · · ·πs

其中 πi是对换，且对换的个数 s的奇偶性由 σ唯一确定，与分解方法无关。

• 设 σ = (i1, i2, . . . , ik),τ 是任一个 n次置换，则 τστ−1 = (τ(i1), τ(i2), . . . , τ(ik)).

12. Cayley定理
任何一个群同构于一个变换群。

任何一个有限群同构于一个置换群。

Remark
对于任意群 G，其对应的变换群 G′与同构 f 的构造方法为：

G′ = {gi|i ∈ G,∀k ∈ G, gi(k) = ik},∀i ∈ G, f(i) = gi

13. 陪集的性质

• aH = H ⇔ a ∈ H

• b ∈ aH ⇔ aH = bH

• aH = bH ⇔ a−1b = H

• ∀a, b ∈ G,要么 aH = bH ,要么 aH ∩ bH = ∅

• 设 G是群，H ≤ G,SL = {aH|a ∈ G}, SR = {Ha|a ∈ G},则存在 SL到 SR的双射。

Remark
对于有限集 SL和 SR 来说，这意味着它们的基数相等。
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14. Lagrange定理
设 G是有限群，H ≤ G，则

|G| = |H|[G : H]

Remark
有推论：

• 设 G是有限群，H ≤ G,则 |H| | |G|

• 设 G是有限群，则 ∀a ∈ G, o(a) | |G|

• 若 G的阶是素数，则 G = Cp,即其为 p阶循环群

15. 设 G是群，A,B 是 G的两个有限子群，则

|AB| = |A||B|
|A ∩B|

16. 正规子群的性质

• 设 H ≤ G,则下面几个命题相互等价：

◦ ∀a ∈ G, aH = Ha

◦ ∀a ∈ G,∀h ∈ H, aha−1 ∈ H

◦ ∀a ∈ G, aHa−1 ⊆ H

◦ ∀a ∈ G, aHa−1 = H

Remark
检验正规子群的时候常用第二个条件。

• 设 A⊴G,B ⊴G，则 A ∩B ⊴G,AB ⊴G

• 设 A⊴G,B ≤ G，则 A ∩B ⊴G,AB ≤ G

• 设 A⊴G,B ⊴G，且 A ∩B = {e},则 ∀a ∈ A, b ∈ B,有 ab = ba

17. 零因子的定理
环中有左（右）零因子⇔左（右）乘法消去律成立

18. 除环判定定理
一个非零的有限的无左（右）零因子环是除环。

19. 域有关定理

• 若 F 是域，则 F 是整环

• 若 A是有限整环，则 A是域

20. 子环的性质

• 设 S是环 A的一个非空子集，则 S是 A的子环的充要条件是 ∀a, b ∈ S有 a− b ∈ S

且 ab ∈ S

• 若 S1和 S2都是 A的子环，则 S1 ∩ S2也是 A的子环。

21. 理想的相关定理
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• 如果 A是可换环，则 A的左理想也是其右理想。

• 环 A中非空子集 H 是理想的充要条件是满足

◦ ∀a, b ∈ H, a− b ∈ H

◦ ∀a ∈ H∀x ∈ A有 ax, xa ∈ H

• 若环 A有单位元，且 H 是 A的一个理想，则 1 ∈ H ⇔ H = A

• 若 I, J 都是环 A的理想，则 I + J, I ∩ J, I ∪ J, IJ 都是 A的理想。

22. 生成子环的表示
设环 A中有元素 a ∈ A，则

[a] = {
∑

nka
k|nk ∈ Z, k ∈ Z+}

23. 生成理想的表示
设环 A中有元素 a ∈ A，则

(a) = {
∑

xay + sa+ at+ na|x, y, s, t ∈ A,n ∈ Z}

当 A是有单位元的可换环时，

(a) = {xa|x ∈ A} = aA

24. 极大理想的性质
设 A是有单位元的可换环，M 是 A的一个极大理想，则 A/M 是域。

25. 素理想的性质
设 R是可换环，H ⊆ A,则 H 是素理想⇔ R/H 是一个整环。

26. 同态核的性质

• 环 A到 A′的同态核是 A的一个理想

• 设 f 是环 A到 A′的一个同态，则 f 是单同态的充分必要条件是 kerf = {0}

27. 环同态基本定理
设 f 是环 (A,+, ·)到 (A′,⊕, ◦)的一个满同态，K = kerf ,则

A/K ∼= A′

3 特殊的群、环

1. Klein四元群
设集合K = {e, a, b, c},则 Klein四元群为 (K, ·),其中二元关系 ·满足如下群表

2. 整数模 n同余类

称整数模 n同余类为 Zn = {0, 1, 2, . . . , n− 1}.
记 Z∗

n = {a|(a, n) = 1}
其上的加法定义为 a+ b = a+ b

其上的乘法定义为 a · b = ab

则 (Zn,+)和 (Z∗
n, ·)都构成群。

当 p为素数的时候，(Zp,+, ·)是域。它是最简单的有限域。
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· e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

表 1: Klein四元群

3. 对称群、变换群、置换群和交错群

• 设 A是一个非空集合，如果记 S 是 A上所有可逆变换的集合，其对映射的复合 ◦
构成群。群 (S, ◦)称为 A上的对称群，集合 S 记作 SA.集合 S 的子群称为变换群。

• 全体 n次置换对变换的复合构成的群称为 n次对称群，集合记作 Sn.集合 Sn 的子

群称为 n次置换群，记作 Cn。集合 Sn中所有的偶置换构成一个子群，称为 n次交

错群，记作 An.

4. 线性群

• 设 GLn(F ) 是数域 F 上的全体 n 阶可逆矩阵的集合，则其与矩阵乘法构成的群

(GLn(F ), ·)称为 n次全线性群。

• 设 SLn(F )是数域 F 上的全体行列式为 1的 n阶矩阵的集合，则其与矩阵乘法构成

的群 (SLn(F ), ·)称为 n次特殊线性群。

• SL±1
n (F )是数域 F 上的全体行列式为 ±1的 n阶矩阵的集合。

• On(F )是数域 F 上的全体正交的 n阶矩阵的集合。

• SOn(F )是数域 F 上的全体正交的行列式为 1的 n阶矩阵的集合。

5. 循环群
设 G是群，a ∈ G,若 < a >= G,则称 G为循环群。

6. Gauss整数环
记

Z[i] = {a+ bi|a, b ∈ Z, i =
√
−1}

称 (Z[i],+, ·)为 Gauss整数环

7. 整数模 n的同余类环

称 (Zn,+, ·)为整数模 n的同余类环

8. 全矩阵环
记

Mn(A) = {(aij)n×n|aij ∈ A}

若 A为数环，则称 (Mn(A),+, ·)为数环 A上的全矩阵环；特别地，称 (Mn(Z),+, ·)为
整数环上的全矩阵环。特别地，数域 A上的全矩阵环 (Mn(A),+, ·)是单环。

9. 多项式环
记

A[x] = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n|ai ∈ A,n ∈ N}
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则称 (Z[x],+, ·)为整数环上的多项式环，(Q[x],+, ·)为有理数环上的多项式环，(R[x],+, ·)
为实数环上的多项式环，(C[x],+, ·)为复数环上的多项式环。

10. 实四元数除环
记

E =

(
1 0

0 1

)
, E =

(
i 0

0 −i

)
, J =

(
0 1

1 0

)
,K =

(
0 i

i 0

)
记集合H = {a0E+a1I+a2J +a3K|a0, a1, a2, a3 ∈ R},则 (H,+, ·)构成非交换除环，称
为实四元数除环。
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