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1 定义

1. 常用集合

• 整数集：Z

• 自然数集：N

• 正整数集：N+或 N∗

• 有理数集：Q

• 正有理数集：Q+或 Q∗

• 实数集：R

• 正实数集：R+或 R∗

• 复数集：C

• n维实数集：Rn

• 在某集合 I 上连续的函数的集合：CI

• 在某集合 I 上 n阶可导的函数的集合：Dn
I

• 在某集合 I 上 n阶导数连续的函数的集合：C(n)
I

• 在某集合 I 上 Riemann可积的函数的集合：RI

2. 邻域
对于实数 a,a的邻域 N(a)为以 a为元素之一的一个开区间。

以 a为右端点的一个开区间 N−(a)称为 a的左邻域。

以 a为左端点的一个开区间 N+(a)称为 a的右邻域。

对于 n维实数集 Rn来说，点 P0的邻域为

N(P0, δ) = {P ∈ Rn|ρ(P, P0) < δ}

3. 去心邻域
对于实数 a,a的去心邻域 N̊(a)为 a的邻域去除 a这个点。

对于 n维实数集 Rn来说，点 P0的去心邻域为

N̊(P0, δ) = {P ∈ Rn|0 < ρ(P, P0) < δ}

4. 集合的界
设 A ⊂ R,A ̸= ∅,若 ∃L ∈ R,使得 ∀x ∈ A,都有 x ≤ L(或 x ≥ L),则称数集 A有上 (下)界，并
称 L为 A的一个上界（下界），若数集 A既有上界又有下界，则称 A有界，否则称 A无界。

Remark
集合的界不一定唯一。比如说，对于闭区间 [0, 1],它的上界是区间 [1,+∞).

5. 集合的确界
设 A ∈ R,A ̸= ∅,如果存在数 β(或 α)满足下列条件：

• ∀x ∈ A,有 x ≤ β(或 x ≥ α)

• ∀ε > 0,∃x0 ∈ A,使 x0 > β − ε(或 x0 < α+ ε)
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则称 β 为数集 A的上确界 (或 α为 A的下确界)，记为 β = supA(或 α = infA).
Remark
集合的确界不一定在集合之内能被取到。比如说，开区间 (0, 1)的上确界是 1，却不在集合之
内。

与集合的上下确界对应的，集合的最大值、最小值，分别记作 maxA,minA.

6. 映射
设 A,B 是两个非空的集合，若存在一个对应法则 f ,使得对于每个 x ∈ A,按照 f ,在 B 中有唯

一的一个元素 y与之对应，则称 f 是 A到 B 的一个映射。记作 f : A→ B.
称 y为 x在映射 f 下的像，x为 y在映射 f 下的一个原像，集合 A为映射 f 的定义域。对于任

意 A的非空子集X ,集合 {y|y = f(x), x ∈ X}称为 A在映射 f 下的像，记作 f(X).集合 f(A)

称为映射 f 的值域。

设有映射 f : A→ B:

• 若 B = f(A),则称 f 是 A到 B 的满射

• 若 ∀x1, x2 ∈ A, x1 ̸= x2,必有 f(x1) ̸= f(x2),则称 f 是 A到 B 的单射

• 若 f 既是满射又是单射，则称 f 是 A到 B 的一一映射

设有一一映射 f : A → B,则我们定义以下映射：它将每个 y ∈ B 对应于 x ∈ A,其中 x满足

f(x) = y,则称该映射为 f 的逆映射，记为 f−1.
Remark

• 映射的定义域只需要是非空集合，不一定是数集。

• 原像不一定唯一。

7. 函数
设 A ∈ Rm,B ∈ Rn, 则称映射 f : A → B 为定义在 A 上的 m 元 n 维函数，通常简记为

y = f(x), x ∈ A.
称 x(x ∈ A)为函数的自变量，y(y ∈ f(A))为函数的因变量，f(x)为函数 f 在 x处的函数值，

A为函数的定义域，f(A)为函数的值域。

特别地，当m = n = 1时，称 f 为一元函数，简称为函数；当m = 1时，称 f 为 n元向量函

数。

8. 函数的性质

• 有界性
设函数 f 的定义域为 D,集合 X ∈ D,若 ∃L ∈ R,使得 ∀x ∈ X ,都有

f(x) ≤ (≥)L,

则称函数 f 在 X 上有上 (下)界，并称 L为 f(x)在 X 上的一个上 (下)界。
若函数 f(x)在X 上既有上界又有下界，则称函数 f 在X 上有界，否则，称 f 在X 上无

界。

Remark
函数的有界和函数值有限并不完全一致。存在一个处处有限 (即每一点上都有定义) 的函
数，但它无界：

f(x) =

q x =
p

q
, p, q ∈ Z, (p, q) = 1

0 x /∈ Q
.
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其中 (p, q) = 1代表 p和 q互质。再举一例：

f(x) =

0 x = 0

1

x
x ̸= 0

• 单调性
设函数 f 的定义域为 D,集合 I ∈ D,若 ∀x1, x2 ∈ I ,当 x1 < x2时，总有

f(x1) ≤ f(x2)(或f(x1) ≥ f(x2)),

则称函数 f 在 I 上是单调增加 (或单调减少)的。
若 ∀x1, x2 ∈ I ,当 x1 < x2时，总有

f(x1) < f(x2)(或f(x1) > f(x2)),

则称函数 f 在 I 上是严格单调增加 (或严格单调减少)的。

• 凹凸性
设函数 f 的定义域为 D,集合 I ∈ D,若 ∀x1, x2 ∈ I ,∀λ ∈ [0, 1],总有

f(λx1+(1−λ)x2) ≥ λf(x1)+(1−λ)f(x2)(或f(λx1+(1−λ)x2) ≤ λf(x1)+(1−λ)f(x2)),

则称 f 在 I 上上凸（或下凸）。

若 ∀x1, x2 ∈ I ,∀λ ∈ [0, 1],总有

f(λx1+(1−λ)x2) > λf(x1)+(1−λ)f(x2)(或f(λx1+(1−λ)x2) < λf(x1)+(1−λ)f(x2)),

则称 f 在 I 上严格上凸（或严格下凸）。

• 奇偶性

◦ 一元函数
设函数 f 的定义域 D关于原点对称，若 ∀x ∈ D,有

f(−x) = f(x)(f(−x) = −f(x)),

则称 f(x)是偶函数 (奇函数)。

◦ 多元函数
设函数 f(x1, x2, . . . , xn)的定义域 D关于 xi轴对称，若 ∀M ∈ D,有

f(x1, x2, . . . ,−xi, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn)

(f(x1, x2, . . . ,−xi, . . . , xn) = −f(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn))

则称 f(x)是关于 xi的偶函数 (奇函数)。

• 周期性
设函数 f 的定义域为 D,若 ∃T ∈ R,使 ∀x ∈ D,有 x+ T ∈ D,且

f(x+ T ) = f(x),

则称 f(x)为周期函数，T 为 f(x)的周期。

Remark
存在没有最小正周期的函数：

f(x) =

1 x ∈ Q

0 x /∈ Q
.

一切有理数都是它的周期。
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9. 基本初等函数
幂函数、指数函数、对数函数、三角函数及反三角函数统称为基本初等函数。

10. 初等函数
由常数和基本初等函数经过有限次四则运算和复合步骤所得到的函数称为初等函数。

Remark
一般来说，分段点处有定义且间断的分段函数都不是初等函数。

11. 数列的极限

• 设 {an}为一数列，a为一常数，如果 ∀ε > 0,∃N ∈ N∗,使得 n > N 时，恒有

|an − a| < ε,

则称数列 {an}以 a为极限，数列 {an}收敛于 a,记为

lim
n→∞

an = a.

• 设 {an}为一数列，如果 ∀G > 0,∃N ∈ N∗,使得 n > N 时，恒有

an > G,

则称数列 {an}以正无穷为极限，数列 {an}趋于正无穷,记为

lim
n→∞

an = +∞.

• 设 {an}为一数列，如果 ∀G > 0,∃N ∈ N∗,使得 n > N 时，恒有

an < −G,

则称数列 {an}以负无穷为极限，数列 {an}趋于负无穷,记为

lim
n→∞

an = −∞.

Remark

• 在用定义证明数列极限的时候，注意要将 N 取为正整数（通常情况下是取整后 +2）。

• 尽管数列的极限是在 n 趋于正无穷时的极限，但在极限记号中仍记作 lim
n→∞

an = a 而非

lim
n→+∞

an = a.

• 数列极限为正负无穷的时候，极限不存在，数列不收敛。

12. 函数的极限

• 设函数 f 在 x0 的某去心邻域 N̊(x0) 内有定义，a 为一常数。若 ∀ε > 0,∃δ > 0, 使 0 <

|x− x0| < δ时，有 |f(x)− a| < ε,则称当 x→ x0时，函数 f 以 a为极限，a为函数 f 在

x0处的极限。记为

lim
x→x0

f(x) = a.

• 设函数 f 在 x0 的某左邻域 N−(x0) 内有定义，a 为一常数。若 ∀ε > 0,∃δ > 0, 使 0 <

x0 − x < δ时，有 |f(x)− a| < ε,则称当 x → x−0 时，函数 f 以 a为极限，a为函数 f 在

x0处的左极限。记为

lim
x→x−

0

f(x) = a.
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• 设函数 f 在 x0 的某右邻域 N+(x0) 内有定义，a 为一常数。若 ∀ε > 0,∃δ > 0, 使 0 <

x− x0 < δ时，有 |f(x)− a| < ε,则称当 x → x+0 时，函数 f 以 a为极限，a为函数 f 在

x0处的右极限。记为

lim
x→x+

0

f(x) = a.

• 设函数 f 在 x ≥ α(α ∈ R)时有定义，a为一常数。若 ∀ε > 0,∃X > 0,使 x > X 时，有

|f(x)− a| < ε,则称当 x→ +∞时，函数 f 以 a为极限，a为 x→ +∞时,函数 f 的极限。

记为

lim
x→+∞

f(x) = a.

• 设函数 f 在 x ≤ α(α ∈ R)时有定义，a为一常数。若 ∀ε > 0,∃X > 0,使 x < −X 时，有
|f(x)− a| < ε,则称当 x→ −∞时，函数 f 以 a为极限，a为 x→ −∞时,函数 f 的极限。

记为

lim
x→−∞

f(x) = a.

• 设函数 f 在 |x| ≥ α(α ∈ R)时有定义，a为一常数。若 ∀ε > 0,∃X > 0,使 |x| > X 时，有

|f(x)− a| < ε,则称当 x→ ∞时，函数 f 以 a为极限，a为 x→ ∞时,函数 f 的极限。记

为

lim
x→∞

f(x) = a.

类似地可以定义以无穷、正无穷、负无穷为极限。

Remark

• 函数在某点处的极限 (左极限、右极限)与函数在该点处的函数值无关，甚至函数在该点处
可以没有定义。可以从定义中的“去心邻域”、“0 < |x− x0|”看出。

• 极限为无穷、正无穷、负无穷时，极限不存在。

• lim
x→∞

f(x) = a当且仅当 lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = a.

• 在求极限时，一定要分清极限变量和其他变量。lim符号下面的变量，一定不会在最终结
果 (即不带 lim符号的函数)中出现。

• 一个比较常见的求左右极限的题目，是求含有 lim
x→0+

e
1
x 和 lim

x→0−
e

1
x 的极限.

13. 无穷小量
若 limX = 0,则称 X 是该极限过程中的无穷小量。

设 X 和 Y 是同一极限过程中的两个无穷小量,且 Y ̸= 0.

• 若 lim
X

Y
= 0,则称 X 是 Y 的高阶无穷小,记为 X = o(Y ).

• 若 lim
X

Y
= c ̸= 0,则称 X 与 Y 是同阶无穷小，记为 X = O(Y ).

• 若 lim
X

Y
= 1,则称 X 与 Y 是等价无穷小，记为 X ∼ Y .

• 若 lim
X

Y k
= c ̸= 0,则称 X 是 Y 的 k阶无穷小.

Remark
这里的等号 “=”都不是一般意义上的等号。更多意义上，这个等号可以理解成语言中的“是”。
X = o(Y )即为 “X 是 Y 的高阶无穷小”。这样的话，一些诸如 o(x) + o(x) = o(x)的公式才能

理解得通。
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14. 无穷大量
设函数 f 在 N̊(x0)内有定义，若 ∀G > 0,∃δ > 0,当 0 < |x − x0| < δ 时，有 |f(x)| > G,则称
f(x)是 x→ x0时的无穷大量。

Remark

• 若 f 为正无穷大量或负无穷大量,则其一定为无穷大量。

• 若 ∀G > 0,∃δ > 0,存在 0 < |x−x0| < δ，使 |f(x)| > G，则是 f 不一定是无穷大量。例如：

lim
x→0

cos 1
x

x

∀G > 0,取 δ =
1

2[ G
2π

+ 1]π
,则取x =

1

G
< δ,那么 |f(x)| > G,但是若取x =

1
π
2
+ 2[ G

2π
+ 1]π

,

那么 |f(x)| = 0.故它是无穷大量。

15. 连续
设函数 f 在点 x0的某邻域内有定义，如果 x→ x0时，f(x)的极限存在并且等于 f(x0),即

lim
x→x0

f(x) = f(x0),

则称函数 f 在点 x0处连续，并称 x0为 f 的连续点。

若 lim
x→x+

0

f(x) = f(x0),则称函数 f 在 x0处左连续。

若 lim
x→x−

0

f(x) = f(x0),则称函数 f 在 x0处右连续。

若 ∀x ∈ (a, b),函数 f 在点 x处连续，则称 f 在开区间 (a, b)内连续。记作 f ∈ C(a,b).
若 f 在开区间 (a, b)内连续，且在左端点 a处右连续，在右端点 b处左连续，则称 f 在闭区间

[a, b]内连续。记作 f ∈ C[a,b].
Remark

• 连续要求函数值存在。f ∈ C[a,b]就代表 f 在闭区间 [a, b]内处处有定义。

• 函数在某点连续的等价定义为：∆x→ 0时，∆y → 0.

• 集合 CI 是所有在集合 I 上连续的函数的集合。是一个 “函数的集合”。

16. 间断点
设函数 f 在点 x0的某去心邻域内有定义，如果 f 在点 x0处不连续，则称 x0为 f 的间断点。

• 第一类间断点
若 lim

x→x−
0

f(x)和 lim
x→x+

0

f(x)都存在，但函数 f 在 x0处间断，则称 x0为第一类间断点。

◦ 可去间断点
若 lim

x→x−
0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x),则称 x0为可去间断点。

Remark
如：f(x) =

sinx
x
在 x = 0处。

◦ 跳跃间断点
若 lim

x→x−
0

f(x) ̸= lim
x→x+

0

f(x),则称 x0为跳跃间断点。

Remark
如：f(x) = sgn(x)在 x = 0处。

• 第二类间断点
若 lim

x→x−
0

f(x)和 lim
x→x+

0

f(x)至少有一个不存在，则称 x0为第二类间断点。
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◦ 无穷间断点
若 lim

x→x−
0

f(x) = ∞或 lim
x→x+

0

f(x) = ∞,则称 x0为无穷间断点。

Remark
如：f(x) =

1

x
在 x = 0处。

◦ 震荡间断点
若 lim

x→x0

f(x)不存在且函数值在 x趋近 x0 时在某个区间内来回震荡，则称 x0 为震荡

间断点。

即存在两个极限为 x0的数列 {an},{bn},且 an ̸= x0, bn ̸= x0,使得 lim
n→∞

f(an) = a,
lim
n→∞

f(bn) = b，且 a ̸= b.
Remark
如：f(x) = sin

1

x
在 x = 0处。

Remark

• 间断点并不要求函数在该点处有定义。事实上，无论函数在该点处有无定义，该点都可以
是间断点。

• 存在在实数集上处处间断的函数。如：

f(x) =

1 x ∈ Q

0 x /∈ Q.

• 存在在有理数点间断，无理数点连续的函数。如：

f(x) =


1

q
x =

p

q
, p, q ∈ N, (p, q) = 1

0 x /∈ Q
.

其中 (p, q) = 1表示 p和 q 互质。该函数在闭区间 [0, 1]内的有理数点间断，无理数点连

续。证明如下：

注意到 ∀x0 ∈ [0, 1],在 x0 的任意邻域 N(x0)中的有理数有无穷多个，而 ∀ε > 0,由
1

q
≥ ε

可得 q ≤ 1

ε
,满足这样条件的有理数至多有

[
1
ε

] ([
1
ε

]
− 1
)

2
个，为有限个。故可以找到一个

δ,可以把这些有限个点去除后，满足 f(x) < ε.故 lim
x→x0

f(x) = 0。故该函数在闭区间 [0, 1]

内的有理数点间断，无理数点连续。

17. 导数

• 设函数 y = f(x)定义在 x0的某一邻域 N(x0)内，x0 +∆x0 ∈ N(x0),若极限

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

存在，则称 f 在点 x0处可导，并称此极限值为 f 在点 x0处的导数。记为 f ′(x0), y′|x=x0
,

dy
dx

∣∣∣∣
x=x0

,
df(x)
dx

∣∣∣∣
x=x0

或
d
dx
f(x)

∣∣∣∣
x=x0

.

Remark
导数的定义还有另一种等价形式：

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
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• 设函数 y = f(x)定义在 x0的某一左邻域N−(x0)内且 f(x0)有定义，x0 +∆x0 ∈ N−(x0),
若左极限

lim
∆x→0−

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

存在,则称此极限为 f 在 x0处的左导数，并称 f 在 x0处左可导。记作 f ′
−(x0).

• 设函数 y = f(x)定义在 x0的某一右邻域N+(x0)内且 f(x0)有定义，x0 +∆x0 ∈ N+(x0),
若右极限

lim
∆x→0+

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

存在,则称此极限为 f 在 x0处的右导数，并称 f 在 x0处右可导。记作 f ′
+(x0).

Remark
左导数、右导数和导数的左极限、右极限并不相同。如：

f(x) =

0 x = 0

x2 cos
1

x
x ̸= 0

,

它在 0处的右导数为

lim
x→0+

x2 cos 1
x
− 0

x− 0
= lim

x→0+
x cos

1

x
= 0,

而它的导数在 0处的右极限为 lim
x→0+

2x cos
1

x
− sin

1

x
不存在。

但是，事实上，有如下定理：

若函数 f 的导数在 x0 处的左 (右)极限存在，则 f 在 x0 处的左 (右)导数值就等于它的导
数在 x0处的左 (右)极限。证明用 Lagrange中值定理即可。
同时这个定理也说明了，函数的导数未必是连续函数。

• 若函数 f在开区间 (a, b)内每一点都可导，则称函数 f在区间 (a, b)内可导。记作 f ∈ D(a,b).

• 若函数 f 在闭区间 [a, b]内每一点都可导，则称函数 f 在区间 [a, b]内可导。记作 f ∈ D[a,b].

• 若函数 f 在区间 I 上可导，则 f(x)的导数 f ′(x)是定义在 I 上的一个函数,称它为 f 在 I

上的导函数,简称为导数。记作 f ′(x),y′,
dy
dx

,
dy
dx

,
df(x)
dx

或
d
dx
f(x).

Remark
dy
dx
这种记法的优越性在于可以表明对哪一个变量求导。

Remark
值得注意的是，(f(g(x)))′和 f ′(g(x))不是一个东西。前者代表对 f(g(x))这个函数求微分的过

程，而后者表示函数 f ′与 g复合之后的函数。

18. 高阶导数
若 f 的 n− 1阶导数在 x ∈ I 处可导，则称 f(x)在 x处 n阶可导，其 n− 1阶导数在 x ∈ I 处

的导数称为 f 在 x处的 n阶导数,记作 f (n)(x),y(n),
dny
dxn
或

d(n)f(x)
dxn

.

若 f 在 I 上处处 n阶可导，则称 f(x)在 I 上 n阶可导，记作 f ∈ Dn
I .f (n)(x)称为 f(x)在 I 上

的 n阶导函数，简称为 n阶导数。

若 f (n)(x)在 I 上连续，则记作 f ∈ C
(n)
I .

Remark
由高阶导数的定义可知，若函数 f 在 x0处 n阶可导，则 f 在 x0的某邻域内 n− 1阶可导。

19. 微分
设函数 y = f(x)在 x0 的某个邻域内有定义，若由自变量的改变量 ∆x得到的相应的函数的改
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变量 ∆y = f(x0 +∆x)− f(x0)可以表示为

∆y = A∆x+ o(∆x),

其中 A 与 ∆x 无关，o(∆x) 是当 ∆x → 0 时比 ∆x 高阶的无穷小量，则称函数 f(x) 在点 x0

处可微，并称 A∆x 为 f(x) 在点 x0 处的微分，记作 dy|x=x0
= A∆x 或 df(x0) = A∆x 或

dy|x=x0
= A dx或 df(x0) = A dx.

若 f(x)在区间 I 的每一点都可微，则称 f(x)在 I 可微。

Remark
如果题目要求 dy,一定不要忘了在结果后加 dx.

20. 高阶微分
若函数 y = f(x)在 I 上 n阶可导，则定义它在 I 上的 n阶微分为

dny = f (n)(x) dxn.

此时，称函数 f 在 I 上 n阶可微。

Remark

事实上，由
d
( dy
dx

)
dx

=
d2y
dx2
可知，dx2实际代表的是 (dx)2.

21. 函数的极值
设函数 f 定义在区间 I 上，x0 ∈ I，若 ∃δ > 0,使得 ∀x ∈ N̊(x0) ⊂ I ,恒有 f(x) < f(x0)(或
f(x) > f(x0)),则称 f(x)在 x0处取得极大值 (或极小值)。
Remark
一个函数的极值是一个数。

22. 函数的驻点
函数的导数等于 0的点称为函数的驻点。
Remark
函数的驻点是一个数。

23. 函数的拐点
函数的凹凸性改变的点称为函数的拐点。

Remark
函数的拐点是一个点。一个二维坐标。

24. 函数的渐近线
在曲线上一点M 沿曲线无限远离原点或无限接近间断点时，如果M 到一条直线的距离无限接

近于 0，则称这条直线为这条曲线的渐近线。
若渐近线的斜率存在，则称之为斜渐近线。特别地，若渐近线的斜率为 0，则称之为水平渐近
线。

若渐近线的斜率不存在，则称之为铅直渐近线。

25. 曲率
函数 y = f(x)在 (x, y)处的曲率为

κ =
|y′′|

(1 + y2)
3
2

.

函数 y = f(x)在 (x, y)处的曲率半径为

ρ =
1

κ
=

(1 + y2)
3
2

|y′′|
.
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26. 定积分
设函数 f 在 [a, b]上有界，任取一组分点

a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

将区间 [a, b] 分成 n 个小区间 [xi−1, xi](i = 1, 2, · · · , n), 记小区间 [xi−1, xi] 的长度为 ∆xi =

xi − xi−1,d = max
1≤i≤n

{∆xi}.任取一点 ξi ∈ [xi−1, xi],若极限

lim
d→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi

存在，且极限值既与分点 xi的选取无关，又与 ξi的选取无关，则称此极限值为函数在区间 [a, b]

上的定积分，记为
ˆ b

a

f(x) dx.这时也称 f 在 [a, b]上 Riemann可积，记作 f ∈ R[a,b].称 f(x)

为被积函数，f(x) dx为被积表达式，x为积分变量，[a, b]为积分区间，a为积分下限，b为积

分上限。

Remark

• 定积分的结果是个数，与积分变量的选取无关。即：
ˆ b

a

f(x) dx =

ˆ b

a

f(u) du

• 规定 a > b时，
ˆ b

a

f(x) dx = −
ˆ a

b

f(x) dx

a = b时，
ˆ a

a

f(x) dx = 0

• 分点的任取性和 ξi的任意性十分重要。如：

对于函数

f(x) =

1 x ∈ Q

0 x /∈ Q
,

在 [0, 1]上取分点 xi =
i

n
,i = 1, 2, . . . n,取 ξi是 [

i

n
,
i+ 1

n
]中的任意无理数，则

lim
d→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi = 0

但是如果取 ξi =
i

n
,则

lim
d→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi = 1

故
ˆ 1

0

f(x) dx不存在。

• 定积分要求函数必须在 [a, b]内有定义。于是，
ˆ x

−π
2

√
cos t dt的定义域是 [−π

2
,
π

2
].

• 按照定积分的定义，f 必然在 [a, b]内有界。

• 定积分的几何意义是由曲线 y = f(x)与直线 x = a, x = b以及 x轴围成的各块图形面积

的代数和（即需要考虑面积的正负）。

27. 原函数
设函数 f 在区间 I 上有定义。若存在 I 上的可微函数 F，使得对于任意 x ∈ I ,都有

F ′(x) = f(x)或 dF (x) = f(x) dx,
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则称 F 是 f 在区间 I 上的一个原函数。

Remark
原函数指的是一个函数。一个函数的原函数可以有许多个。事实上，若 F 是 f 在区间 I 上的原

函数，则 F + C(C 为任意常数)为 f 在 I 上的所有原函数。

28. 不定积分
函数 f 在区间 I 上的所有原函数的集合称为 f 在 I 上的不定积分。记作

ˆ
f(x) dx.

Remark
不定积分是一族函数。他们的差相差一个常数。所以在写不定积分的表达式时，如果等号一端

没有积分号，那么一定要加上常数 C.特别地，
ˆ
f(x) dx−

ˆ
f(x) dx = C

29. 反常积分

• 无穷区间上的反常积分

设函数 f 在 [a,+∞)上有定义，且 ∀b > a,f ∈ R[a,b],称极限 lim
b→+∞

ˆ b

a

f(x) dx为函数 f 在

无穷区间 [a,+∞)上的反常积分,记作
ˆ +∞

a

f(x) dx.如果 lim
b→+∞

ˆ b

a

f(x) dx存在，则称反

常积分
ˆ +∞

a

f(x) dx收敛。如果 lim
b→+∞

ˆ b

a

f(x) dx不存在，则称反常积分
ˆ +∞

a

f(x) dx发

散。

类似地可以定义 (−∞, a]上的反常积分。

定义 ˆ +∞

−∞
f(x) dx =

ˆ c

−∞
f(x) dx+

ˆ +∞

c

f(x) dx

其中 c为任一实数。

当反常积分
ˆ c

−∞
f(x) dx和

ˆ +∞

c

f(x) dx都收敛时，称反常积分
ˆ +∞

−∞
f(x) dx收敛。否则

称
ˆ +∞

−∞
f(x) dx发散。

Remark

◦ 在
ˆ +∞

−∞
f(x) dx的定义中，c实际上只要存在一个即可，并不需要 ∀c.

◦ 注意到
ˆ +∞

−∞
f(x) dx的定义并不是 lim

a→+∞

ˆ a

−a
f(x) dx.事实上，根据我们的定义，诸

如
ˆ +∞

−∞

x√
1 + x2

dx并不收敛。

◦ 只有在
ˆ +∞

a

f(x) dx和
ˆ +∞

a

g(x) dx都存在的情况下，才成立等式

ˆ +∞

a

(f(x) + g(x)) dx =

ˆ +∞

a

f(x) dx+

ˆ +∞

a

g(x) dx

• 无界函数的反常积分

设函数 f在 (a, b]上有定义，在 a的右邻域内无界，且∀ε > 0,f ∈ R[a+ε,b],则称 lim
ε→0+

ˆ b

a+ε

f(x) dx

为无界函数 f 在 (a, b]上的反常积分，记作
ˆ b

a

f(x) dx.

若 lim
ε→0+

ˆ b

a+ε

f(x) dx存在，则称反常积分
ˆ b

a

f(x) dx收敛。反之，则称反常积分
ˆ b

a

f(x) dx

发散。

类似地可以定义无界函数 f 在 [a, b)上的反常积分。
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若函数 f 在 [a, c)∪ (c, b]上有定义，而在点 c的邻域内无界，定义无界函数 f 在 [a, b]上的

反常积分 ˆ b

a

f(x) dx =

ˆ c

a

f(x) dx+

ˆ b

c

f(x) dx

若
ˆ c

a

f(x) dx和
ˆ b

c

f(x) dx都收敛，则称反常积分
ˆ b

a

f(x) dx收敛。否则，称反常积分
ˆ b

a

f(x) dx发散。

Remark
如果换元之后某个两侧都无意义的函数的反常积分的一侧有意义了，则不需要再找一个两个端

点之间的数。如：

求
ˆ +∞

1

1

x
√
x− 1

dx.

令 t =
√
x− 1,则 dx = 2t dt.故

ˆ +∞

1

1

x
√
x− 1

dx =

ˆ +∞

0

1

t(t2 + 1)
2t dt

=

ˆ +∞

0

2

t2 + 1
dt = 2 arctan t|+∞

0 = π

30. 微分方程
称含有未知函数及未知函数的导数 (或微分)的等式 (或等式组)为微分方程 (或微分方程组)。微
分方程中所含未知函数的导数的最高阶数，称为微分方程的阶。

未知函数是一元函数的微分方程，称为常微分方程。

设函数 y = y(x)在区间 I 上有定义。若当 x ∈ I 时，有

F (x, y(x), y′(x), · · · , y(n)(x)) = 0

恒成立，则称 y = y(x)是微分方程的一个解。

含有 n个独立的任意常数的解称为该方程的通解。不含任意常数的解称为该方程的特解。

微分方程解的图形称为微分方程的积分曲线。

形如 fn(x)y
(n) + fn−1(x)y

(n−1) + · · ·+ f1(x)y
′ + f0(x)y = 0的方程称为 n阶⻬次微分方程。

形如 fn(x)y
(n) + fn−1(x)y

(n−1) + · · ·+ f1(x)y
′ + f0(x)y = f(x)的方程称为 n阶线性微分方程。

Remark

• 微分方程的通解，不一定是微分方程全部的解。如：y′ = −y2 的通解为 y =
1

x+ C
, 而

y = 0也是它的一个解。

• 我们求解微分方程的时候，不一定要将解化成 y = f(x)的形式。

31. 点集相关知识
设 E ⊂ Rn,且 P ∈ Rn.

• 若 ∃N(P ),使得 N(P ) ⊂ E,则称 P 是 E 的内点。

• 若 ∃N(P ),使得 N(P ) ∩ E = ∅,则称 P 是 E 的外点。

• 若 ∀N(P ),N(P )中既有 P 的外点，又有 P 的内点，则称 P 是 E 的边界点。E 的所有边

界点组成的集合称为 E 的边界,记作 ∂E.
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• 若 ∀δ > 0, N̊(P, δ) ∩ E ̸= ∅,则称 P 是 E 的聚点。

Remark
聚点有如下等价定义：

◦ ∀N(P ),存在无穷多个 N(P )内的点属于 E.

◦ 存在点列 Pn ∈ E,使得 lim
n→∞

Pn = P .

• 若 E 内的点都是它的内点，则称 E 为开集。

Remark
邻域一定是开集。

• 若 ∀P1, P2 ∈ E,存在以 A和 B 为端点的曲线 L ∈ E，则称 E 为连通集。

• 若 E 为连通的开集，则称 E 为区域。

• 若 E 为区域，则 E ∪ ∂E 称为闭区域。

• 若 ∃N(0, r),使得 E ⊂ N(0, r),则称 E 为有界集。

• 记 d = sup{ρ(P1, P2)|∀P1, P2 ∈ E}为区域 E 的直径。

32. 多元函数的极限
设 n元函数 f(x1, x2, . . . , xn) = f(M)在点集 E 上有定义。A是定常数，M0(y1, y2, . . . , yn)为

E 的一个聚点。如果 ∀ϵ > 0,∃δ > 0, 对满足 0 < ρ(M,M0) < δ 的点 M(x1, x2, . . . , xn)，有

|f(x1, x2, . . . , xn)−A| < ϵ,则称 A为 f(x1, x2, . . . , xn)当M →M0时的极限，记作

lim
M→M0

f(x1, x2, . . . , xn) = A或 lim
(x1,x2,...,xn)→(y1,y2,...,yn)

f(x1, x2, . . . , xn) = A

Remark

• 极限存在则意味着M →M0可以沿任意路径。如果存在两种不同路径，使极限值不同，则

意味着此时极限不存在。

• 判断某二元极限是否存在，还可以令 x = ρ cos θ, y = ρ sin θ.若化简出来的结果，在 ρ→ 0

时的极限值与 θ无关，则二元极限存在；反之，则不存在。

• lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)与 lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y), lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y)不同。

• 对于多元函数的极限，我们有四则运算法则：
在同一个极限的趋近过程中，若 lim f(M),lim g(M)均存在：

◦
lim(f(M)± g(M)) = (lim f(M))± (lim g(M))

◦
lim(f(M)g(M)) = (lim f(M)) (lim g(M))

◦ lim g(M) ̸= 0时，

lim
f(M)

g(M)
=

lim f(M)

lim g(M)

• 对于多元函数的极限，我们有复合运算法则：
设 y = f(g(M)) 是由 n 元函数 y = f(N) 和 m 元 n 维函数 u = g(M) 复合而成的，若

lim
M→M0

g(M) = N0, lim
N→N0

f(N) = a,且在M0的某去心邻域中 g(M) ̸= N0,则

lim
M→M0

f(g(M)) = lim
N→N0

f(N) = a.

这个定理有特殊情况 n = 1.如
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求 lim
(x,y)→(0,4)

sinxy
x

lim
(x,y)→(0,4)

sinxy
x

= lim
(x,y)→(0,4)

sinxy
xy

y

=

(
lim

(x,y)→(0,4)

sinxy
xy

)(
lim

(x,y)→(0,4)
y

)

对于 lim
(x,y)→(0,4)

sinxy
xy

,令 t(x, y) = xy,由多元函数极限的复合运算法则：

由于 lim
(x,y)→(0,4)

t(x, y) = 0,故

lim
(x,y)→(0,4)

sinxy
xy

= lim
t→0

sin t
t

= 1

同理， lim
(x,y)→(0,4)

y = 4.

故 lim
(x,y)→(0,4)

sinxy
x

= 4.

这个定理还可以推出多元函数极限与一元函数极限的关系：

若 ∀i = 1, 2, . . . , n,有 lim
xi→yi

fi(xi)存在，则

lim
(x1,x2,...,xn)→(y1,y2,...,yn)

(f1(x1)f2(x2) · · · fn(xn)) =
n∏
i=1

(
lim
xi→yi

fi(xi)

)
对于二元函数来说，即为

若 lim
x→x0

f(x)和 lim
y→y0

g(y)存在，则

lim
(x,y)→(x0,y0)

(f(x)g(y)) = ( lim
x→x0

f(x))( lim
y→y0

g(y))

• 对于多元函数极限，我们有夹逼准则：
若在点M0 的某去心邻域内恒有 g(M) ≤ f(M) ≤ h(M),且 lim

M→M0

g(M) = lim
M→M0

h(M) =

a,则 lim
M→M0

f(M)存在且 lim
M→M0

f(M) = a.

33. 多元函数的连续性
若 lim

M→M0

f(M) = f(M0),则称 f(M)在M =M0处连续。

若 f(M)在 D内每一点连续，则称 f(M)在 D内连续。

34. 偏导数
设 n元函数 f(M) = f(x1, x2, . . . , xn)，对于点M0(y1, y2, . . . , yn),若极限

lim
∆x→0

f(x1, x2, . . . , xi +∆x, . . . , xn)− f(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn)

∆x

存在，则称其为 f(M)在点M0处对 xi的偏导数，记作
∂f

∂xi
|M0
或 fxi

(x1, x2, . . . , xn).
Remark
由一元函数相关知识，我们可以知道：若函数 z = f(x, y)在 (x0, y0)处存在偏导数 fx(x0, y0),
则将 y看作常数，关于 x的一元函数 z = f(x, y)在点 x = x0处连续。

35. 高阶偏导数
设函数 z = f(x, y)的偏导函数

∂z

∂x
= fx(x, y)在点 (x0, y0)对变量 y的偏导数存在，则称这个偏
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导数为 f在 (x0, y0)处先对变量x再对变量 y的二阶偏导数，记为
∂2z

∂x∂y
|(x0,y0) =

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
|(x0,y0)

或 fxy(x0, y0).类似可定义另外三种二阶偏导数，分别记为

∂2z

∂x∂x
|(x0,y0) =

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
|(x0,y0) = fxx(x0, y0)

∂2z

∂x∂y
|(x0,y0) =

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
|(x0,y0) = fxy(x0, y0)

∂2z

∂y∂x
|(x0,y0) =

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
|(x0,y0) = fyx(x0, y0)

∂2z

∂y∂y
|(x0,y0) =

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
|(x0,y0) = fyy(x0, y0)

其中
∂2z

∂x∂y
和

∂2z

∂y∂x
称为函数 z = f(x, y)的二阶混合偏导数

Remark
要注意到二阶偏导数是偏导数的偏导数，有时遇到分段函数需要用定义来求。

36. 全微分
设函数 z = f(x, y)在点 (x0, y0)的某邻域内有定义，如果函数 z = f(x, y)在点 (x0, y0)处的全

增量 ∆z = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)可表示为

∆z = α∆x+ β∆y + o
(√

∆x2 +∆y2
)

其中 α, β 与∆x,∆y无关，则称函数 f 在点 (x0, y0)处可微，并称 α∆x+ β∆y为 f 在 (x0, y0)

处的全微分，记作

dz|(x0,y0) = α dx+ β dy

如果函数 f 在区域 D内处处可微，则称 f 为 D内的可微函数。

37. 方向导数
设函数 z = f(x, y)在点M0(x0, y0)在某邻域内有定义，平面上向量 l的方向余弦为 cosα, cosβ,
若极限

lim
t→0

f(x0 + t cosα, y0 + t cosβ)
t

存在，则称此极限为 f 在点M0(x0, y0)处沿方向 l的方向导数，记作
∂z

∂l
|M0

38. 梯度
设函数 z = f(x, y) 在点 M0 处可微，称向量 {fx(x0, y0), fy(x0, y0)} 为函数 z = f(x, y) 在点

M0(x0, y0)处的梯度,记作 gradf(x0, y0)或 ∇f(x0, y0)

39. 多元函数的极值
函数 f(x, y)在邻域 N(M0)内有定义，若 ∀M ∈ N(M0)有 f(x, y) ≥ (≤)f(x0, y0),则称 f(x, y)

在M0处有极小（大）值 f(x0, y0).其中M0(x0, y0)称为该函数的一个极值点。

40. 多元函数的驻点
函数 f(x, y)的驻点是使 fx = fy = 0的点M0(x0, y0).

41. 复数
定义 i2 = −1,定义复数为形式为 z = x+ iy的数。
定义其实部 Re z = x,其虚部 Im z = y.
定义其模 |z| =

√
x2 + y2

定义 eiθ = cos θ + i sin θ
由此定义复数的指数形式 z = |z|eiθ，其中 θ称为其辐角，记作Arg z，一个复数有无穷多个辐角，
每个辐角相差 2π.定义其主辐角为 arg z，满足 arg z ∈ (−π, π],且 ∃k ∈ Z, s.t.arg z = Arg z+2kπ.
定义其共轭为 z̄ = x− iy
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42. 复变函数的极限
设复变函数 w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)在区域 E 上有定义，设 u(x, y)和 v(x, y)在 (x0, y0)

处有极限 a和 b,则称 f(z)在点 z0 = x0 + iy0处有极限 c = a+ ib.

43. 复变函数的连续
设复变函数 w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)在区域 E 上有定义，若 u(x, y)和 v(x, y)在 (x0, y0)

处连续，则称 f(z)在 z0 = x0 + iy0处连续。

44. 复变函数的导数
设复变函数 w = f(z)在 z0的某去心邻域 N̊(z0)内有定义，若

lim
∆z→0

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z

存在且等于 A，则称 s = f(z)在 z0点可导，其导数为 A,记作 f ′(z0) = A.

45. 复变函数的微分设复变函数 w = f(z)在 z0的某邻域 N(z0)内有定义，如果在点 z0 = x0 + iy0
处存在一个关于 ∆z = ∆x+ i∆y的线性函数 L∆z,使 ∀z0 +∆z ∈ N(z0),有

∆w = f(z0 +∆z)− f(z0) = L∆z + o(|∆z|)

其中 L为与 ∆z 无关的复常数，|∆z| =
√
∆x2 +∆y2, o(|∆z|)是当 ∆z → 0时比 |∆z|高阶的

无穷小，则称 w = f(z)在 z0点可微。

46. Cauchy-Riemann条件
对于复变函数 w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y),其在 z0 = x0 + iy0点的 Cauchy-Riemann条件为：

∂u

∂x
|(x0,y0) =

∂v

∂y
|(x0,y0),

∂u

∂y
|(x0,y0) = −∂v

∂x
|(x0,y0)

47. 解析
若复变函数 f(z)在 z = z0处及其某邻域内可导，则称 f(z)在 z = z0处解析。

若 f(z)在区域 D内的每个点解析，则称其在 D内解析。

若 f(z)在 z = z0处不解析，则称 z0为 f(z)的奇点。

Remark

• 复变函数在某点解析还需要在其邻域内可导，所以在某点解析的条件比可导强；但在区域
内解析等价于在区域内可导。

• 如果 w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)为解析函数，则 w必然可以单独用 z表示，与 z̄无关。

已知 f(z),求其含 z的表达式的方法有三种：

◦ 凑

已知 f(z) = f(x+ iy) =
−x+ iy
x2 + y2

,求其含 z的表达式。

f(z) =
−z̄
zz̄

= −1

z

◦ 公式代入
由于若 z = x+ iy,则 x =

z + z̄

2
, y =

z − z̄

2i
,故将这个公式代入表达式中，化简即可。

◦ 特殊值法（不严谨）
令 y = 0后，化简表达式，再将表达式中的所有 x替换成 z即可。
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48. 调和函数

若 φ(x, y)在 D有二阶连续偏导数，且满足
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= 0,则称 φ(x, y)是 D内的调和函数。

49. 共轭调和函数
若 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)在 D内解析，则称 v(x, y)是 u(x, y)的共轭调和函数。

Remark
但 u(x, y)不是 v(x, y)的共轭调和函数。

50. Jacobi行列式
设 x1 = x1(y1, y2, . . . , yn), x2 = x2(y1, y2, . . . , yn), . . . , xn = xn(y1, y2, . . . , yn),则定义其 Jacobi
行列式为

J(y1, y2, . . . , yn) =
∂(x1, x2, . . . , xn)

∂(y1, y2, . . . , yn)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂y1

∂x2

∂y1
· · · ∂xn

∂y1
∂x1

∂y2

∂x2

∂y2
· · · ∂xn

∂y2
...

...
. . .

...
∂x1

∂yn

∂x2

∂yn
· · · ∂xn

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
51. 多元数量函数的积分
设 Ω表示一个有界的几何形体，它是可度量的，f 是定义在其上的数量函数。将 Ω任意分割

为 n个小部分 ∆Ωk(k = 1, 2, . . . , n),其度量仍记为 ∆Ωk,记 d = max
1≤k≤n

{∆Ωk的直径}，任取点

Mk ∈ ∆Ωk,作和式
n∑
k=1

f(Mk)∆Ωk

如果不论将 Ω怎样分割，点Mk ∈ ∆Ωk怎样选取，当 d→ 0时，上述和式都趋于一个常数，则

称 f 在 Ω上可积，且称此常数为多元数量函数 f 在 Ω上的 Riemann积分，记作ˆ
Ω

f(M) dΩ

Ω称为积分域，f 称为被积函数，f(M) dΩ称为被积表达式。

• 二重积分
若 Ω是平面上的一块可求面积的有界闭区域，记作D，则 f 在D上的积分称为二重积分，

记为 ¨

D

f(x, y) dσ = lim
d→0

n∑
k=1

f(ζk, ηk)∆Ωk

• 三重积分
若 Ω是空间中的一块可求体积的有界闭区域，记作D，则 f 在D上的积分称为三重积分，

记为 ˚

D

f(x, y, z) dV = lim
d→0

n∑
k=1

f(ζk, ηk, ξk)∆Ωk

• 第一型曲线积分
若 Ω是一条可求长的空间曲线段，记作 L,则 f 在 L上的积分称为第一型曲线积分（或称

为对弧⻓的曲线积分），记为
ˆ
L

f(x, y, z) ds = lim
d→0

n∑
k=1

f(ξk, ηk, ζk)∆sk

若 L为一条闭曲线，则记为
˛
L

f(x, y, z) ds.

Remark
事实上，定积分是一种特殊的第一型曲线积分，它的 L为 x轴上的一个线段。
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• 第一型曲面积分
若 Ω是一条可求面积的空间曲面，记作 Σ,则 f 在 Σ上的积分称为第一型曲面积分（或称

为对面积的曲面积分），记为

¨

Σ

f(x, y, z) dA = lim
d→0

n∑
k=1

f(ξk, ηk, ζk)∆Ak

若 Σ为一条闭曲面，则记为
‹

Σ

f(x, y, z) dA.

Remark
二重积分是一种特殊的第一型曲面积分。

52. 累次积分
称积分 ˆ b

a

[ˆ φ2(xi1
)

φ1(xi1
)

· · ·
ˆ ψ2(xi1

,xi2
,...,xin−1

)

ψ1(xi1
,xi2

,...,xin−1
)

f(x1, x2, . . . , xn) dxin · · · dxi2

]
dxi1

为按 xin , xin−1
, . . . , xi1 的顺序进行的累次积分。也可写成

ˆ b

a

dxi1
ˆ φ2(xi1

)

φ1(xi1
)

dxi2 · · ·
ˆ ψ2(xi1

,xi2
,...,xin−1

)

ψ1(xi1
,xi2

,...,xin−1
)

f(x1, x2, . . . , xn) dxin

Remark
由于累次积分一次只对一个积分变量进行积分，所以可以将无关的变量提出。如：

ˆ 1

0

dx
ˆ x

x2

x2y dy =

ˆ 1

0

x2 dx
ˆ x

x2

y dy

53. 三维空间的表示方法

• 空间直角坐标系

• 柱面坐标系 
x = ρ cosφ

y = ρ sinφ

z = z

,


ρ =

√
x2 + y2

tanφ = y
x

z = z

其中 0 ≤ φ ≤ 2π, ρ ≥ 0.
设空间直角坐标系的原点与柱面坐标系原点重合，其内任意一点 Z 在 xOy平面内的投影

为 Z ′.则 ρ表示 O到 Z ′的距离，φ表示 OZ ′与 x轴的夹角。

• 球面坐标系 
x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

,


r =

√
x2 + y2 + z2

tan θ =
√
x2+y2

z

tanφ = y
x

其中 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π, r ≥ 0.
设空间直角坐标系的原点与球面坐标系原点重合，其内任意一点 Z 在 xOy平面内的投影

为 Z ′.则 r表示 O到 Z 的距离，θ表示 OZ 与 z轴的夹角，φ表示 OZ ′与 x轴的夹角。

Remark
尤其要注意 θ的取值范围是 [0,π]
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54. 第二型曲线积分
设 L是空间中一条有向光滑曲线弧，向量函数

#»
F 在 L上有定义。任取分点 P1, P2, . . . , Pn−1,将

有向线段 L分成 n个有向小弧段 Ṗi−1Pi(i = 1, 2, . . . , n),其中 P0 = A,Pn = B,Ṗi−1Pi 的长度

记作 ∆si,令 d = max
1≤i≤n

{∆si},任取点Mi ∈ Ṗi−1Pi,
#»
T (Mi)为曲线 L在点Mi 处与 L同方向的

单位切向量。作和式
n∑
i=1

#»
F (Mi) ·

#»
T (Mi)∆si

如果无论对L如何分割，点Mi在 Ṗi−1Pi上如何选取，当 d→ 0时，和式
n∑
i=1

#»
F (Mi) ·

#»
T (Mi)∆si

趋于同一极限值，则称向量函数
#»
F 在 L上可积，并称该极限值为向量函数

#»
F 沿有向曲线 L的

第二型曲线积分，记为
ˆ
L

#»
F (M) · #»

T (M) ds.

若 L为有向闭曲线，也可记为
˛
L

#»
F (M) · #»

T (M) ds.

称 ˆ
L

#»
F · d #»s

为第二型曲线积分的向量形式。

若
#»
F (M) = {P (M), Q(M), R(M)},则称

ˆ
L

P (M) dx+Q(M) dy +R(M) dz

为第二型曲线积分的坐标形式。

55. 第二型曲面积分
设 Σ 是一块光滑的有向曲面，向量函数

#»
F (M) 在 Σ 上有定义。将 Σ 任意分成 n 块有向曲面

∆Σi(i = 1, 2, . . . , n),∆Σi 的面积记为 ∆Ai(i = 1, 2, . . . , n).任取点Mi ∈ ∆Σi, #»n(Mi)表示 ∆Σi

表示 ∆Σi在点Mi处的指定侧的单位法向量，作和式

n∑
i=1

#»
F (Mi) · #»n(Mi)∆Ai

用 d表示 n块小曲面 ∆Σi 直径的最大值。如果无论 Σ如何分割，点Mi 在 ∆Σi 上如何选取，

当 d→ 0时，和式
n∑
i=0

#»
F (Mi) · #»n(Mi)∆Ai趋于同一极限值，则称向量函数

#»
F 在 Σ上可积，并

称该极限值为向量函数
#»
F 在有向曲面 Σ上的第二型曲面积分,记为

¨

Σ

#»
F (M) · #»n(Mi) dA.

若 Σ为有向闭曲面，也可记为
‹

Σ

#»
F (M) · #»n(M) dA.

称 ¨

Σ

#»
F (M) · d #»

A

为第二型曲面积分的向量形式。

若
#»
F (M) = {P (M), Q(M), R(M)},则称

¨

Σ

P (x, y, z) dy ∧ dz +Q(x, y, z) dz ∧ dx+R(x, y, z) dx ∧ dy

为第二型曲面积分的坐标形式
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56. 散度
设有连续向量场

#»
F (M)(M ∈ Ω ⊂ R3)，点M ∈ Ω,任作包围点M 的闭曲面 ∆Σ取外侧，如果

当 d→ 0时，比式
1

∆V

‹

∆Σ

#»
F (M) · d #»

A

的极限存在，则称此极限值为向量场
#»
F (M)在点M 处的散度,记为 div

#»
F (M).

57. 环量
平面向量场

#»
F (M)沿平面闭曲线 L的第二型曲线积分

˛
L

#»
F · d #»s 称为向量场

#»
F 沿 L的环量。

58. 环量面密度
设有一向量场

#»
F (M),点M ∈ Ω ⊂ R3,在点M 处取定一个方向 # »n0,以 # »n0为法向量，使其与 # »n0

符合右手法则。如果当 ∆Σ在保持 # »n0为其法向量而任意收缩到点M 时，

∆Γ

∆A
=

1

∆A

˛
∆L

#»
F · d #»s

的极限存在，则称此极限为
#»
F 在点M 沿方向 # »n0的环量面密度，记为 rot # »n0

#»
F

59. 旋度
设有向量场

#»
F (M)(M ∈ Ω ⊂ R3),点M ∈ Ω,若存在一个向量，其方向是使

#»
F 在点M 处环量

面密度取最大值的方向，其模等于环量面密度的最大值，则称此向量为向量场
#»
F 在点M 处的

旋度,记作 rot #»
F (M).

60. 向量微分算子
向量微分算子 ∇的定义为

∇ =
∂

∂x

#»
i +

∂

∂y

#»
j +

∂

∂z

#»
k

61. 复变函数的积分
设复变函数 w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)在分段光滑的有向曲线 L上有定义，沿着曲线 L从

起点 z = a到终点 z = b在 L上任取分点 z1, z2, . . . , zn−1,将有向曲线 L分成 n个有向小弧段

żk−1zk(k = 1, 2, . . . , n),其中 z0 = a, zn = b,żk−1zk 的长度记作 ∆sk,令 d = max
1≤k≤n

{∆sk},任取

点 ξk ∈ żk−1zk,作和式
n∑
k=1

f(ξk)∆zk

如果无论对 L如何分割，L上的点 ξk 如何选取，当 d→ 0时，和式
n∑
k=1

f(ξk)∆zk 趋于同一极

限值，则称复变函数 f(z)在 L上可积，并称该极限值为复变函数 f(z)沿有向曲线 L的积分，

记为
ˆ
L

f(z) dz.

若 L是有向闭曲线，也可记为
˛
L

f(z) dz.

62. 常数项级数
设 {un}是一数列 (若 {un} ∈ R,则 {un}是实数列；若 {un} ∈ C,则 {un}是复数列)，令

Sn =
n∑
k=1

ak

• 称 u1 + u2 + · · ·+ un + · · · 为以 un为一般项（或通项）的常数项级数,并记为
∞∑
n=1

un
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• ∀n ∈ N+,称 Sn为数项级数
∞∑
n=1

un的前 n部分和

• 若 {Sn}有极限 S ∈ C或 ±∞,则称数项级数
∞∑
n=1

un有和 S,并记为
∞∑
n=1

un = S

• 若数项级数
∞∑
n=1

un的和 S ∈ C,则称
∞∑
n=1

un收敛,不收敛的数项级数
∞∑
n=1

un成为发散级数。

Remark
和为 ±∞的数项级数为发散级数

63. 常数项级数的绝对收敛与条件收敛

若级数
∞∑
n=1

|un|收敛，则称级数
∞∑
n=1

un绝对收敛;

若级数
∞∑
n=1

|un|发散，而
∞∑
n=1

un收敛，则称
∞∑
n=1

un条件收敛。

64. 正项级数

一个实数项级数
∞∑
n=1

an若满足 ∀n ∈ N+, an ≥ 0,则称其为正项级数。

65. 函数项级数
设 u1(z), u2(z), . . . un(z), . . .是定义在区域 D上的复变函数列，称表达式

u1(z) + u2(z) + · · ·+ un(z) + · · ·

或
∞∑
n=1

un(z)

为定义在D上的复函数项级数，简称函数项级数。un(z)称为它的通项，Sn(z) =
n∑
k=1

uk(z)称

为它的部分和。

66. 收敛点与收敛域

若 z0 ∈ D，且数项级数
∞∑
n=1

un(z0)收敛，则称 z0 为该级数的收敛点。由收敛点全体所构成的

集合称为该级数的收敛域。

Remark
如果级数是复数项级数，则不需要讨论收敛域的边界情况。

67. 幂级数
形如

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n = c0 + c1(z − z0) + · · ·+ cn(z − z0)

n + · · ·

的函数项级数称为幂级数。

称由 S(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n定义的函数为级数的和函数.

68. 收敛圆与收敛半径

如果存在一个正数 R,当 |z| < R时，幂级数
∞∑
n=0

cnz
n绝对收敛；当 |z| > R时，该幂级数发散,

则称 R为该幂级数的收敛半径，圆域 |z| < R称为该幂级数的收敛圆。

Remark
收敛圆不包含边界。所以如果题目要求收敛圆，则不需要讨论边界情况。
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69. 双边无穷级数
记

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n =

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n +

∞∑
n=1

c−n(z − z0)
−n

为双边无穷级数，且当且仅当
∞∑
n=0

cn(z−z0)n和
∞∑
n=1

c−n(z−z0)−n均收敛时，级数
∞∑

n=−∞

cn(z−

z0)
n收敛。

Remark

双边无穷级数的收敛域为一个圆环域 R1 < |z − z0| < R2.其中
1

R1

为
∞∑
n=1

c−n(z − z0)
n 的收敛

半径，R2为
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n的收敛半径。

70. 孤立奇点

• 有限点处
设 f(z)在点 z0 不解析，但在 z0 的某一邻域 0 < |z − z0| < δ 内解析，则称 z0 为 f(z)的

孤立奇点。

Remark
z = 0是 f(z) = tan

1

z
的非孤立奇点。

• 无穷远点处
若存在正数M ,使得 f(z)在M < |z| < +∞内解析，则称∞为 f(z)的孤立奇点。

71. 孤立奇点的分类

• 有限点处

◦ 从双边无穷级数展开式分类

设 f(z)在 0 < |z| < δ内的双边无穷级数为
∞∑

n=−∞

cn(z − z0)
n.

* 可去奇点
若 ∀n < 0, cn = 0,即其双边无穷级数展开式中无负幂项，则称 z0 为 f(z)的可去

奇点。

* m级极点

若 ∃m > 0, c−m ̸= 0且 ∀n > m, c−n = 0,即其双边无穷级数展开式中有有限项负
幂项，则称 z0为 f(z)的m级极点。

* 本性奇点
若 ∀m < 0,∃n < m, cn ̸= 0,即其双边无穷级数展开式中有无穷多项负幂项，则称
z0为 f(z)的本性奇点。

◦ 从极限分类

* 若 lim
z→z0

f(z) = c0,则称 z0为 f(z)的可去奇点。

* 若 lim
z→z0

f(z) = ∞,则称 z0为 f(z)的极点。

* 若 lim
z→z0

f(z)不存在且不为无穷,则称 z0为 f(z)的本性奇点。

Remark
上述两种定义是等价的。

• 无穷远点处
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◦ 从双边无穷级数展开式分类

设 f(z)在M < |z| < +∞内的双边无穷级数为
∞∑

n=−∞

cnz
n.

* 可去奇点
若 ∀n > 0, cn = 0,即其双边无穷级数展开式中无正幂项，则称∞为 f(z)的可去

奇点。

* m级极点

若 ∃m > 0, cm ̸= 0且 ∀n > m, cn = 0,即其双边无穷级数展开式中有有限项正幂
项，则称∞为 f(z)的m级极点。

* 本性奇点
若 ∀m > 0,∃n > m, cn ̸= 0,即其双边无穷级数展开式中有无穷多项正幂项，则称
∞为 f(z)的本性奇点。

◦ 从极限分类

* 若 lim
z→∞

f(z) = c0,则称∞为 f(z)的可去奇点。

* 若 lim
z→∞

f(z) = ∞,则称∞为 f(z)的极点。

* 若 lim
z→∞

f(z)不存在且不为无穷,则称∞为 f(z)的本性奇点。

Remark
上述两种定义是等价的。

72. m级零点
如果解析函数 f(z)能表示成

f(z) = (z − z0)
mφ(z)

其中 φ(z)在 z0解析，且 φ(z0) ̸= 0,m ∈ N+,则称 z0为 f(z)的m级零点。

Remark
当 z ̸= z0时，φ(z) =

f(z)

(z − z0)m
,当 z = z0时，代入 f(z) = (z − z0)

mφ(z)，得到 φ(z0)可为任

意数。因此，如果 z0为 f(z)的m级零点，则 lim
z→z0

f(z)

(z − z0)n
存在且不为 0.

73. 留数

• 有限点处
设 z0 为 f(z)的有限孤立奇点，f(z)在 z0 的某个去心邻域 0 < |z − z0| < r内解析，L为

包含 z0的任意一条逆时针方向的简单闭曲线，称积分
1

2πi

˛
L

f(z) dz为 f(z)在 z0处的留

数，记作 Res [f(z), z0].
Remark
由 Cauchy积分公式，可得：

Res
[

f(z)

(z − z0)n
, z0

]
=

1

2πi

˛
L

f(z)

(z − z0)n
dz =

1

(n− 1)!
f (n−1)(z0)

故有时定义法加上 Cauchy积分公式可以很简单地计算留数.

• 无穷远点处
设∞为 f(z)的一个孤立奇点，即 f(z)在M < |z| < +∞内解析，L为圆环域M < |z| <
+∞内绕原点的任何一条顺时针方向的简单闭曲线，称积分 1

2πi

˛
L

f(z) dz 为 f(z)在∞

处的留数，记作 Res [f(z),∞]

Remark
注意到这里的 L是顺时针方向。
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74. Fourier级数

• 三角级数形式
称形如

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

的级数为 Fourier级数。

• 复数指数形式
称形如

∞∑
n=−∞

Cne
inωx

的级数为 Fourier级数。

75. 正弦级数
称形如

∞∑
n=1

bn sinnx

的级数为正弦级数。

Remark
正弦级数的和函数为奇函数

76. 余弦级数
称形如

a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnx

的级数为余弦级数。

Remark
余弦级数的和函数为偶函数

2 定理

1. 有上（下）界的非空实数集一定有上（下）确界。

2. 数列极限的性质

• 唯一性
若 lim

n→∞
an = b1, lim

n→∞
an = b2,则 b1 = b2

• 有界性
若数列 {an}收敛，则它有界。

• 保序性
若 lim

n→∞
an = a, lim

n→∞
bn = b且 a < b,则 ∃N ∈ N∗,使 n > N 时，an < bn.

推论

◦ 保号性
若 lim

n→∞
an = a > (<)0,则 ∃N ∈ N∗,使 n > N 时，an < (>)0.
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◦ 保序性逆定理
若 lim

n→∞
an = a, lim

n→∞
bn = b且 ∃N ∈ N∗,使 n > N 时，an ≤ bn，则 a ≤ b.

Remark
注意到这里的严格不等号变成了不严格的不等号。注意如下例子:

an = 0, bn =
1

n

an恒小于 bn,但 lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = 0.

3. 数列极限的四则运算法则
若 lim

n→∞
an, lim

n→∞
bn均存在：

•
lim
n→∞

(an ± bn) =
(
lim
n→∞

an

)
±
(
lim
n→∞

bn

)
•

lim
n→∞

(anbn) =
(
lim
n→∞

an

)(
lim
n→∞

bn

)
• lim
n→∞

bn ̸= 0时，

lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn

Remark
条件“ lim

n→∞
an, lim

n→∞
bn均存在”十分重要。如

lim
n→∞

(n · 1
n
) =

(
lim
n→∞

n
)
·
(

lim
n→∞

1

n

)
=
(
lim
n→∞

n
)
· 0 = 0

显然是错的。

4. 函数在某点处极限存在，当且仅当它在此点处的左极限等于右极限。
Remark
这个定理常被用来证明某点处极限不存在。如：

对于符号函数

sgn(x) =


1 x > 0

0 x = 0

−1 x < 0

,

我们有 lim
x→0−

sgn(x) = −1, lim
x→0+

sgn(x) = 1,故它在 0处极限不存在。

5. 函数极限的性质

• 唯一性
在同一个极限的趋近过程中，若 lim f(x) = a1,lim f(x) = a2,则 a1 = a2

• 局部有界性
若 lim

x→x0

f(x)存在，则在 x0的某去心邻域内，函数 f 有界。

若 lim
x→+∞

f(x)存在，则存在区间 (m,+∞),使函数 f 在其中有界。
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• 局部保序性
若 lim

x→x0

f(x) = a, lim
x→x0

g(x) = b且 a < b,则在 x0的某去心邻域内，f(x) < g(x).

若 lim
x→+∞

f(x) = a, lim
x→+∞

g(x) = b 且 a < b, 则存在区间 (m,+∞)，使 x ∈ (m,+∞) 时，

f(x) < g(x).
推论

◦ 局部保号性
若 lim

x→x0

f(x) = a > (<)0且 a < b,则在 x0的某去心邻域内，f(x) > (<)0.

若 lim
x→+∞

f(x) = a > (<)0 且 a < b, 则存在区间 (m,+∞)，使 x ∈ (m,+∞) 时，

f(x) > (<)0.

◦ 局部保序性逆定理
若 lim

x→x0

f(x) = a, lim
x→x0

g(x) = b且在 x0的某去心邻域内，f(x) < g(x)，则 a ≤ b.

若 lim
x→+∞

f(x) = a, lim
x→+∞

g(x) = b且存在区间 (m,+∞)，使 x ∈ (m,+∞)时，f(x) <

g(x).则 a ≤ b.

6. 函数极限的四则运算法则
在同一个极限的趋近过程中，若 lim f(x),lim g(x)均存在：

•
lim(f(x)± g(x)) = (lim f(x))± (lim g(x))

•
lim(f(x)g(x)) = (lim f(x)) (lim g(x))

• lim g(x) ̸= 0时，

lim
f(x)

g(x)
=

lim f(x)

lim g(x)

7. 函数极限的复合运算法则
设 y = f(g(x))是由 y = f(u),u = g(x)复合而成的，若 lim

x→x0

g(x) = u0, lim
u→u0

f(x) = a,且在 x0

的某去心邻域中 g(x) ̸= u0,则

lim
x→x0

f(g(x)) = lim
u→u0

f(u) = a.

Remark

• 这里“在 x0的某去心邻域中 g(x) ̸= u0”这个条件是必要的，给出例子：

f(x) =

1 x = 0

0 x ̸= 0
, g(x) = 0

那么 lim
u→0

f(u) = 0, lim
x→0

g(x) = 0,而 lim
x→0

f(x) = 1.

• 函数极限的复合运算法则正是极限换元法的本质。

8. Heine定理

• lim
x→x0

= a的充分必要条件是对任何以 x0 为极限的数列 {an}(an ̸= x0),相应的函数值数列

{f(an)}都收敛于 a,即对任何数列 {an}(an ̸= x0)，只要 lim
n→∞

an = x0,就有 lim
n→∞

f(an) = a.

• lim
x→+∞

= a的充分必要条件是对任何以正无穷为极限的数列 {an},相应的函数值数列 {f(an)}
都收敛于 a,即对任何数列 {an}，只要 lim

n→∞
an = +∞,就有 lim

n→∞
f(an) = a.
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推论

lim
n→∞

an = a的充分必要条件是对于 {an}的任意子列 {ank
},都有 lim

k→∞
ank

= a.

Remark

• Heine定理常被用作证明函数极限不存在的方法。如：

对于极限

lim
x→0

sin
1

x
,

取

xn =
1

2πn
, lim
n→∞

xn = 0

yn =
1

π

2
+ 2πn

, lim
n→∞

yn = 0

则有

lim
n→∞

sin
1

xn
= 0, lim

n→∞
sin

1

yn
= 1.

故 lim
x→0

sin
1

x
不存在。

• 对于推论，事实上，只要子列的下标能“充满”正整数集，命题依然成立。常用的结论是：
lim
n→∞

an = a的充分必要条件是数列 {a2n}和数列 {a2n−1}的极限存在且均为 a.

9. 夹逼准则
设函数 f, g, h满足

• 在 x0的某去心邻域 N̊(x0)内，有 g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)

• lim
x→x0

g(x) = lim
x→x0

h(x) = a

则 lim
x→x0

= a.
Remark

• 这个定理在 x→ +∞,−∞,∞时均成立

• 这个定理可以做两件事：证明极限存在和求极限的值

• 这个定理对于数列依然成立。在处理数列过程中，经常和放缩结合在一起被用来求一些求
和的极限。如：

求

lim
n→∞

(
n2 + n+ 1

2n3 − 1
+
n2 + n+ 2

2n3 − 4
+
n2 + n+ 3

2n3 − 9
+ · · ·+ n2 + n+ n

2n3 − n2

)
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以夹逼准则做法如下：

n2 + n+ 1

2n3 − 1
+
n2 + n+ 2

2n3 − 4
+
n2 + n+ 3

2n3 − 9
+ · · ·+ n2 + n+ n

2n3 − n2

≥n
2 + n+ 1

2n3 − n2
+
n2 + n+ 1

2n3 − n2
+ · · ·+ n2 + 1

2n3 − n2

=
n2 + n+ 1

2n2 − n
,

n2 + n+ 1

2n3 − 1
+
n2 + n+ 2

2n3 − 4
+
n2 + n+ 3

2n3 − 9
+ · · ·+ n2 + n+ n

2n3 − n2

≤n
2 + n+ n

2n3 − 1
+
n2 + n+ n

2n3 − 1
+ · · ·+ n2 + n+ n

2n3 − 1

=
n3 + 2n2

2n3 − 1

而 lim
n→∞

n2 + n+ 1

2n2 − n
= lim

n→∞

n3 + 2n2

2n3 − 1
=

1

2

故 lim
n→∞

(
n2 + n+ 1

2n3 − 1
+
n2 + n+ 2

2n3 − 4
+
n2 + n+ 3

2n3 − 9
+ · · ·+ n2 + n+ n

2n3 − n2

)
存在且等于

1

2
.

10. 单调有界准则
单调有界数列必收敛。

即：若数列 {an}单调增加（或单调减少）且有上界（或下界），则 lim
n→∞

an必存在。

Remark
此定理一般用于与数学归纳法相结合证明递推数列的极限存在。如：

已知实数 a > 0,数列 {xn}满足 xn+1 =
√
xn + a,x1 =

√
a.求证 {xn}极限存在，并求其极

限。

现用数学归纳法证明 {xn}单调增加且有上界：
首先,x1 < x2,设 xn−1 < xn,则

xn+1 =
√
a+ xn >

√
a+ xn−1 = xn,

所以 {xn}单调增加。
其次,x1 =

√
a <

√
a+ 1,设 xn <

√
a+ 1,则

xn+1 =
√
a+ xn <

»
a+

√
a+ 1 <

»
a+ 2

√
a+ 1 =

√
a+ 1

所以 {xn}有上界.
根据单调有界准则，数列 {xn}收敛.设 lim

n→∞
xn = A,在等式 xn+1 =

√
xn + a两边同时取

极限，得：

A2 = a+A

解，得：

A =
1±

√
1 + 4a

2
,

又由极限的保号性：A ≥ 0,故 lim
n→∞

xn =
1 +

√
1 + 4a

2
.

11. Cauchy收敛准则
数列 {an}收敛的充分必要条件是 ∀ε > 0,∃N ∈ N+,使得 ∀m,n > N ,有 |am − an| < ε.
Remark
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• 另一种等价形式：
数列 {an} 收敛的充分必要条件是 ∀ε > 0,∃N ∈ N+, 使得 ∀n > N ,∀p ∈ N+, 有 |an+p −
an| < ε.

• Cauchy收敛准则与用定义证明极限的不同在于，前者不需要知道极限值，而后者需要。

• Cauchy收敛准则常用于判断级数的收敛性。如：

设 an = 1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
,证明 {an}收敛。

对于 ∀n, p ∈ N+,有

|an+p − an| =
1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 1

(n+ p)2

<
1

n(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ · · ·+ 1

(n+ p− 1)(n+ p)

=
1

n
− 1

n+ 1
+

1

n+ 1
− 1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ p− 1
− 1

n+ p

=
1

n
− 1

n+ p
<

1

n
,

所以 ∀ε > 0,取 N =

[
1

ε

]
,则 ∀n > N ,∀p ∈ N+,有 |an+p − an| < ε.根据 Cauchy收敛

准则,{an}收敛。

• Cauchy收敛准则亦可判断数列发散：
{an}发散的充分必要条件是 ∃ε0 > 0,∀N ∈ N+,∃m,n > N ,使 |an − a| < ε0.
如：

设 an = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
,证明数列 {an}发散。

取 ε0 =
1

2
,∀N ∈ N+,取 n > N,m = 2n > N ,有

|am − am| =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
≥ n

2n
=

1

2
.

故数列 {an}发散。

• 如果我们仅有条件 lim
n→∞

(an+1 − an) = 0,是不可以得到 {an}收敛的。反例如：
an = lnn.

12. 无穷小量的性质

• 有限个无穷小量的和（或积）是无穷小量。

• 无穷小量与有界变量的积是无穷小量。
Remark
这条定理常被用于求一些无穷小量与三角函数乘积的极限。如：

求极限

lim
x→0

x sin
1

x
.
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由于 x是 x→ 0时的无穷小量，而
∣∣∣∣sin 1

x

∣∣∣∣ ≤ 1为有界变量。故

lim
x→0

x sin
1

x
= 0.

• 若 X 是无穷小量，则
1

X
是无穷大量。

• limX = a的充分必要条件是 X = a+ α,其中 α是无穷小量

Remark
这个定理将 “lim”这个局部的变化与 “=”这个全局的关系联系在了一起。

• 若 X1 ∼ X2,Y1 ∼ Y2,且 lim
X2

Y2

存在，则 lim
X1

Y1

= lim
X2

Y2

.

• 若 X1 ∼ X2,Y1 ∼ Y2,且 limX2Y2存在，则 limX1Y1 = limX2Y2.
Remark
等价无穷小不可用于加减，只可用于乘除。如：

lim
x→0

sinx− tanx
x3

= lim
x→0

x− x

x3
= 0

显然是错的。

• 设m,n ∈ N+,有：

◦ 当 x→ 0时，o(xm) + o(xn) = o(xl), l = min(m,n)

◦ 当 x→ 0时，o(xm)o(xn) = o(xm+n)

◦ 当 x→ 0时，o(cxn) = o(xn)

13. 无穷大量

• 有限个无穷大量之积为无穷大量

• 无穷大量与有界变量之和为无穷大量

• 若 X 是无穷大量，则
1

X
为无穷小量

14. 函数 f 在点 x0处连续的充分必要条件是 f 在点 x0处左连续且右连续。

Remark
这给了我们判断函数在某点是否连续的方法。即证明

lim
x→x−

0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) = f(x0).

这个方法常用于分段函数在分段点处连续性的判定。

15. 连续函数的四则运算法则
设函数 f 和 g在点 x0处连续，则函数 f ± g,f · g,f

g
(g(x0) ̸= 0)在 x0处连续。

16. 连续函数的复合运算法则
设函数 y = f(u)在 u = u0 处连续，函数 u = g(x)在点 x0 处连续，u0 = g(x0),则复合函数
y = f(g(x))在 x0处连续。即：

lim
x→x0

f(g(x)) = f(g(x0)) = f( lim
x→x0

g(x)).

Remark

• 这表明当 f 连续时，极限符号 “lim”与函数符号 “f”可以交换次序。
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• f 和 g的连续都必不可少。见如下两个例子：

f(x) =

1 x = 0

0 x = 0
, g(x) = x

则 f 在 0处不连续，g在 0处连续，但 f(g(x))在 0处不连续。

f(x) = x, g(x) =

1 x = 0

0 x = 0

则 f 在 0处连续，g在 0处不连续，但 f(g(x))在 0处不连续。

17. 所有初等函数在其定义区间内都是连续的

18. 闭区间上连续函数的性质

• 极值定理
设函数 f ∈ C[a,b],则存在 ξ, η ∈ [a, b],使得 ∀x ∈ [a, b],有

f(η) ≤ f(x) ≤ f(ξ).

即 f(η) = min
x∈[a,b]

f(x), f(ξ) = max
x∈[a,b]

f(x).

Remark

◦ 这个定理表达了，在闭区间上连续的函数可以在这个闭区间内取到最小值、最大值。
◦ 如果 f 在 [a, b]上不连续，则有反例如下：

f(x) =

0 x = 1

x x ̸= 1
,

该函数在闭区间 [0, 1]上无最大值。

◦ 如果 f 在开区间 (a, b)上连续，则有反例如下：

f(x) = x,

该函数在开区间 (0, 1)上连续，却没有最大值和最小值。

◦ 注意到 ξ, η均是属于闭区间 [a, b]。这个条件不能加强为开区间 (a, b).如：

f(x) = x,

该函数在闭区间 [0, 1]上的最小值、最大值分别在 x = 0和 x = 1处取到。

• 有界性定理
在闭区间上连续的函数必有界。

• 零点定理

◦ 零点存在性定理
若 f ∈ C[a,b],且 f(a) · f(b) < 0,则存在 ξ ∈ (a, b),使 f(ξ) = 0.
Remark

* 如果 f 在 [a, b]上不连续，则有反例如下：

f(x) =


−x− 1 0 ≤ x <

1

2

x+ 1
1

2
≤ x ≤ 1

,

该函数在闭区间 [0, 1]上满足 f(0) · f(1) < 0,但它在 (0, 1)内无零点。
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* 如果 f 在开区间 (a, b)上连续，则有反例如下：

f(x) =

−1 x = 0

ex x ̸= 0
,

该函数在闭区间 [0, 1]上满足 f(0) · f(1) < 0,但它在 (0, 1)内无零点。

* 如果 f(a) · f(b) ≤ 0,则有反例如下：

f(x) = x,

该函数满足 f ∈ C[0,1],且 f(0) · f(1) = 0 ≤ 0,但它在 (0, 1)内无零点。

* 如果 f(a) · f(b) ≤ 0,则需要分类讨论，然后证明 f(x)在闭区间 [a, b]上有零点。

* 如果是要求证明函数在某无穷区间（如 (0,+∞)）上有零点，可以求出 lim
x→+∞

f(x),

再用极限的保号性找到一个函数值大于 0，或小于 0的数，从而进行零点定理的判
定。如：

证明任何奇次数的实系数多项式方程必有零点。

设 f(x) = a2n−1x
2n−1 + a2n−2x

2n−2 + · · ·+ a1x+ a0,
不妨设 a2n−1 > 0,那么由于

f(x) = a2n−1x
2n−1

(
1 +

a2n−2

a2n−1

1

x
+ · · ·+ a0

a2n−1

1

x2n−1
,

)
故有

lim
x→+∞

f(x) = +∞, lim
x→−∞

f(x) = −∞,

由极限的保号性：∃x1 > 0, 使得 f(x1) > 0;∃x2 < 0, 使得 f(x2) < 0. 又
f ∈ C[x2,x1], 故根据零点存在性定理，存在 ξ ∈ (x2, x1) ⊂ (−∞,+∞), 使得
f(ξ) = 0.

◦ 零点唯一性定理
若 f ∈ C[a,b], 且 f(a) · f(b) < 0,f 在 [a, b] 上单调，则在开区间 (a, b) 内存在唯一的

ξ ∈ (a, b),使 f(ξ) = 0.

• 介值定理
若 f ∈ C[a,b],且m = min

x∈[a,b]
f(x),M = max

x∈[a,b]
f(x),则 ∀µ ∈ [m,M ],∃ξ ∈ [a, b],使 f(ξ) = µ.

推论

若 f ∈ C[a,b],且 f(a) ̸= f(b),则 f(x)必可取得介于 f(a)和 f(b)之间的任何值。Remark
介值定理最常用的结论为：

若 f ∈ C[a,b],则 ∃ξ ∈ [a, b],使得 f(ξ) =
f(a) + f(b)

2
.

19. 函数 f 在 x0处可导的充要条件是 f 在 x0处既左可导，也右可导，且 f ′
−(x0) = f ′

+(x0).
Remark
此定理常用于判断分段函数在分段点处的可导性。

20. 如果函数 f 在某点处可导，那么 f 在该点处连续。

Remark

• 可导一定连续，但连续不一定可导。如：

f(x) = |x|,

该函数在 x = 0处连续，但不可导。
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• 如果函数 f 在某点处可导，那么 f 不一定在该点的邻域内连续。如：

f(x) =

x2 x ∈ Q

x3 x /∈ Q
,

由导数的定义可知，该函数在 x = 0处可导，故其在 x = 0处连续，但它在任何区间内都

不连续。

• 如果函数 f 在区间内可导，那么 f 在区间内连续。此定理对开、闭区间同样适用。

21. 函数四则运算的求导法则
设函数 u,v在点 x处可导，则他们的和差积商所产生的函数在点 x处也可导（商的情况要求分

母 v ̸= 0）,且下列公式成立：

• (u± v)′ = u′ ± v′

• (uv)′ = u′v + uv′

•
(u
v

)′
=
u′v − uv′

v2
(v ̸= 0)

Remark
在求分段函数在分段点处的导数时，应该用导数的定义来求。

22. 复合函数求导法则
设函数 u = φ(x) 在点 x 处可导，函数 y = f(u) 在对应点 u = φ(x) 处可导，则复合函数

y = f(φ(x))在 x处可导，且

dy
dx

= f ′(u)φ′(x)或
dy
dx

=
dy
du

· du
dx
.

Remark

• 由此可以推出
(
1

u

)′

= − 1

u2
.

• 对于幂指函数 y = uv,它的导数可以通过把 y变成 eu ln v，再用复合函数求导法则求导。

23. 反函数求导法则
设定义在区间 I 上的单调连续函数 x = f(y) 在点 y 处可导，且 f ′(y) ̸= 0, 则它的反函数
y = f−1(x)在对应点 x处可导，且(

f−1
)′
(x) =

1

f ′(y)
或

dy
dx

=
1
dx
dy
.

Remark
此处的

1

f ′(y)
仍是关于 y的表达式，需要再将 y = f−1(x)代入。

24. 隐函数求导法则
设 y = f(x)是由方程 F (x, y) = 0确定的隐函数，则有 F (x, f(x)) = 0,再用复合函数求导法则
对 x求导即可。

Remark

• 如果题目要求是算在某点处的导数，则在两边同时求导后，先代入函数值，再移项化简。

• 隐函数求导法则的常见应用：对数求导法
对于函数 y = f(x),两边取对数 ln y = ln f(x),再在两边同时求导，得：

y

y′
=
f ′(x)

f(x)
.

这种方法可以用来算幂次特别复杂的函数的导数。
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25. 参数方程求导法则
对于参数方程 x = φ(t)

y = ψ(t)

所确定的函数，假设 x = φ(t)与 y = ψ(t)在区间 [α, β]内可导，函数 x = φ(t)具有连续的单

调的反函数 t = φ−1(x),且 φ′(t) ̸= 0,那么

dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

Remark

• 若要求二阶导，则
d2y
dx2

=

d( dy
dt )
dt
dx
dt

• 对于极坐标方程 ρ = f(θ),由于 x = ρ cos θ = f(θ) cos θ,y = ρ sin θ = f(θ) sin θ,所以转化
成参数方程求导。

26. Leibniz公式
设函数 u, v都是 n阶可导函数，则 uv也是 n阶可导函数，且有

(uv)(n) =
n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k),

其中 u(0) = u.
Remark
这则公式常用在多项式与一个函数的乘积的高阶导数上。由于 n次多项式 anx

n + an−1x
n−1 +

· · ·+a1x+a0的大于 n阶的高阶导数都为 0，故可以将极高阶数的导数运算减少运算量。如：

若 y = x2 sinx,求 y(30).
由于 (x2)′ = 2x,(x2)′′ = 2,(x2)(k) = 0, k ≥ 3

(sinx)(n) = sin(x+
nπ

2
).

故由 Leibniz公式：

y(30) = C0
30x

2 sin(x+ 15π) + C1
302x sin(x+

29

2
π) + C2

302 sin(x+ 14π)

= −x2 sinx+ 60x cosx+ 870 sinx

27. 函数微分计算公式
函数 y = f(x)在 x0处可微的充要条件是 f(x)在 x0处可导。此时，有

df(x0) = f ′(x0) dx.

Remark

• 由此公式可知，自变量 x本身的微分 dx = ∆x.

• 这个公式还可以用来算近似值。如：
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求 ln 1.01的近似值。
设 f(x) = lnx,那么 f ′(x) =

1

x
.故

ln 1.01− ln 1 =
1

1
× (1.01− 1) + o(1.01− 1)

≈ 0.01

所以 ln 1.01 ≈ ln 1 + 0.01 = 0.01.

• 如果给出某个隐函数，要求算 dy,那么一般不需要先在隐函数两边求导，得出
dy
dx

,再算 dy.
而是直接在隐函数两边求微分。

28. 微分的四则运算法则

• d(u± v) = du± dv

• d(uv) = v du+ u dv

• d
(u
v

)
=
v du− u dv

v2
, v ̸= 0

29. 一阶微分形式不变性
设有函数 y = f(u),则有

dy = f ′(u) du.

若 u又是另一个变量 x的可导函数 u = g(x),则

dy = f ′(u)g′(x) dx.

因为 g′(x) dx = du,故无论 u是自变量还是中间变量，函数 y = f(u)的微分都保持同一形式。

这一性质称为一阶微分形式不变性。

Remark
高阶微分没有形式不变性。由高阶微分的定义可知，

d2y = f ′′(u) du2.

而若 u是中间变量 u = g(x),则

d2y = d (f ′(u)g′(x) dx) =
(
f ′′(u) (g′(x))

2
+ f ′(u)g′′(x)

)
dx2

= f ′′(u) dg(x)2 + g′′(x) d2g(x) = f ′′(u) du2 + g′′(x) d2u.

两者差了一项 g′′(x) d2u.故高阶微分没有形式不变性。

30. Rolle定理
若函数 f ∈ C[a,b] ∩D(a,b),即 f 在闭区间 [a, b]内连续，在开区间 (a, b)内可导，且 f(a) = f(b),
则至少存在一点 ξ ∈ (a, b),使 f ′(ξ) = 0.
Remark
从几何角度理解，即：端点值在同一条水平线上的函数在这个区间内一定有水平切线。

31. Lagrange中值定理
若函数 f ∈ C[a,b] ∩D(a,b),则至少存在一点 ξ ∈ (a, b),使

f(a)− f(b) = f ′(ξ)(a− b).

Remark
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• 从几何角度理解，即：函数在区间内一定存在与端点连线平行的切线。

• Lagrange中值定理真正地将函数值和它的导数值联系在了一起。有许多之前要用导数定义
+极限保序性才能证明的定理，用 Lagrange中值定理会方便许多。

32. Cauchy中值定理
若函数 f ∈ C[a,b] ∩ D(a,b), 函数 g ∈ C[a,b] ∩ D(a,b) 且 ∀x ∈ (a, b), g′(x) ̸= 0, 则至少存在一点
ξ ∈ (a, b)，使

f(a)− f(b)

g(a)− g(b)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

33. L’Hospital法则
设 f 在开区间 (x0, x0 + δ)(δ > 0)内满足下列条件：

• lim
x→x+

0

f(x) = lim
x→x+

0

g(x) = 0

• f, g在 (x0, x0 + δ)内可导，且 g′(x0) ̸= 0

• lim
x→x+

0

f ′(x)

g′(x)
= A

则有

lim
x→x+

0

f(x)

g(x)
= lim

x→x+
0

f ′(x)

g′(x)
= A

Remark

• L’Hospital法则对于 x → x+0 ,x → x−0 ,x → x0,x → +∞,x → −∞,x → ∞时的 0

0
和

∞
∞
型

不定式极限都成立。

• L’Hospital法则的条件有一条：f, g在 x0的某邻域内可导。

这说明仅知道 f, g 在 x0 处可导并不可以使用 L’Hospital法则。故如果题目只告诉了函数
在某一点处的导数值，并没说在该点的某邻域内可导，则不可以用 L’Hospital法则。而应
该用导数的定义或者带 Peano余项的 Taylor公式。

• 只有在所求极限分式的分子分母都趋于 0或无穷大的时候才能用 L’Hospital法则。如果是
非零常数比 0型等，则不能用 L’Hospital法则。

34. Taylor定理
设函数 f 在 x0处有 n阶导数，则

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + o ((x− x0)
n)

称此式为带 Peano余项的 n阶 Taylor公式。
设函数 f 在 x0的某邻域 N(x0)内有 n+ 1阶导数，则

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

其中 ξ介于 x和 x0之间。称此式为带 Lagrange余项的 n阶 Taylor公式。
设函数 f 在 0处有 n阶导数，则

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk + o (xn)
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称此式为带 Peano余项的 n阶Maclaurin公式。
设函数 f 在 0的某邻域 0内有 n+ 1阶导数，则

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1

其中 ξ介于 x和 0之间。称此式为带 Lagrange余项的 n阶Maclaurin公式。
Remark

• 带 Peano余项的 Taylor公式常被用来求极限。

• 带 Lagrange余项的 Taylor公式常被用来处理和高阶导数有关的中值定理的证明。有时还
需要和介值定理相结合。需要注意的是 ξ是与 x0有关的一个数。如：

设 f(x)在 [a, b]上有三阶连续导数。求证：

存在 ξ ∈ (a, b),使

f(b) = f(a) + f ′
(
a+ b

2

)
(b− a) +

1

24
f ′′′(ξ)(b− a)3

在
a+ b

2
处对 f(x)进行 2阶带 Lagrange余项的 Taylor展开：

f(x) =f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
x− a+ b

2

)
+
f ′′ (a+b

2

)
2

(
x− a+ b

2

)2

+
f ′′′(ξ)

6

(
x− a+ b

2

)3

将 a和 b分别代入上式：

f(a) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)
a− b

2
+
f ′′ (a+b

2

)
2

(
a− b

2

)2

+
f ′′′(ξ1)

6

(
a− b

2

)3

f(b) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)
b− a

2
+
f ′′ (a+b

2

)
2

(
b− a

2

)2

+
f ′′′(ξ2)

6

(
b− a

2

)3

上面两式相减：

f(b)− f(a) = f ′
(
a+ b

2

)
(b− a) +

(f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2))

2
· (b− a)3

48

由于 f 在 [a, b]上具有三阶连续导数，故由介值定理：∃ξ ∈ (ξ1.ξ2) ⊂ (a.b),使

f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)

2
= f ′′′(ξ)

代入式子中可得：

f(b) = f(a) + f ′
(
a+ b

2

)
(b− a) +

1

24
f ′′′(ξ)(b− a)3

35. Darboux定理
若 f 在 [a, b]上可导，则：

• 若 f ′
+(a) · f ′

−(b) < 0,则 ∃ξ ∈ (a, b),使 f ′(ξ) = 0.

• 在 (a, b)内 f ′(x)可取介于 f ′
+(a)与 f ′

−(b)之间的任何值。

Remark
Darboux定理看似是导数的零点存在性定理和介值定理，但事实上它并没有要求导数的连续性。
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36. 函数单调性的判定
设函数 f 在 I 内可导，则 f 在 I 内单调增加 (或单调减少)的充要条件是：

• ∀x ∈ I ,f ′(x) ≥ 0(或 f ′(x) ≤ 0)

• f ′(x)在 I 的任意一个部分区间里都不恒等于零

Remark

• 对于为什么是”≥”而不是 >,参考 f(x) = x3在 (−1, 1)上的性态。

• 如果题目要判断一个函数的单调性，应该对其求导，然后求出其导数为 0的点和导数不存
在的点，再通过导数的正负号判断单调性。

37. 函数极值的判断
设函数 f 在点 x0 处二阶可导，且 f ′(x0) = 0。则当 f ′′(x0) < 0(或 f ′′(x0) > 0)时，f(x)在 x0

处取得极大值 (或极小值)。

38. 函数凹凸性的判断
设函数 f 在区间 I 内二阶可导，且 ∀x > 0,f ′′(x) ≥ 0(或 f ′′(x) ≤ 0),则 f 在区间 I 上下凸 (或
上凸)。
设函数 f 在区间 I 内二阶可导，且 ∀x > 0,f ′′(x) > 0(或 f ′′(x) < 0),则 f 在区间 I 上严格下凸

(或严格上凸)。
Remark
如果题目要判断一个函数的凹凸性，应该对其求二阶导，然后求出二阶导为 0的点和二阶导不
存在的点，再通过二阶导数的正负号判断凹凸性。

39. 求函数渐近线的方法
曲线 y = f(x)在右方 (或左方，或左右双方)以直线 y = kx+ b为渐近线的充分必要条件是

k = lim
x→+∞

f(x)

x
(或k = lim

x→−∞

f(x)

x
或k = lim

x→∞

f(x)

x
)

b = lim
x→+∞

(f(x)− kx)(或b = lim
x→−∞

(f(x)− kx)或b = lim
x→∞

(f(x)− kx))

函数的铅直渐近线即函数的无穷间断点所在的垂直于 x轴的直线。

40. 定积分与级数求和
设 f ∈ R[0,1],则

lim
n→∞

n∑
i=0

1

n
f

(
i

n

)
=

ˆ 1

0

f(x) dx

41. 可积的充分条件

• 若 f ∈ C[a,b],则 f ∈ R[a,b]

• 若 f 在 [a, b]上有界，且只有有限个间断点，则 f ∈ R[a,b]

Remark
若有无限个间断点，则未必可积。如：

f(x) =

1 x ∈ Q

0 x /∈ Q

• 若 f 在 [a, b]上单调且有界，则 f ∈ R[a,b]
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• 若 f ∈ R[a,b],则 f 改变有限个值以后仍然在 [a, b]上 Riemann可积。

42. 定积分的性质

• 线性性质
若 f, g ∈ R[a,b],k1, k2是任意常数，则 k1f + k2g ∈ R[a,b],且

ˆ b

a

(k1f + k2g) dx = k1

ˆ b

a

f dx+ k2

ˆ b

a

g dx.

• 可加性
若 f 在某区间内可积,则 f 在该区间的任意子区间内也可积，且 ∀a, b, c在此区间内,

ˆ b

a

f dx =

ˆ c

a

f dx+

ˆ b

c

f dx.

Remark
a, b, c的大小关系没有要求。

• 单调性
若 f, g ∈ R[a,b],且 f(x) ≤ g(x), x ∈ [a, b],则

ˆ b

a

f(x) dx ≤
ˆ b

a

g(x) dx.

推论

若 f ∈ R[a,b],则 |f(x)| ∈ R[a,b],且

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
ˆ b

a

|f(x)| dx.

• 估值定理
若函数 f ∈ R[a,b],且m ≤ f(x) ≤M,x ∈ [a, b],则

m(b− a) ≤
ˆ b

a

f(x) dx ≤M(b− a).

Remark
当题目要求估计某定积分的值时，一般用这种方法。

• 积分中值定理
若函数 f ∈ C[a,b],则 ∃ξ ∈ [a, b],使得

ˆ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a).

Remark

◦ 事实上，该定理可加强为”∃ξ ∈ (a, b)”.对 g(x) =

ˆ x

a

f(t) dt用 Lagrange中值定理即

可。

◦ 这里 f ∈ C[a,b]不可以弱化为 f ∈ R[a,b].如：

f(x) =

1 x ≥ 0

−1 x < 0

ˆ 1

−1

f(x) dx = 0,但不存在 ξ ∈ (−1, 1),使得 f(ξ)(1− (−1)) = 0.
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• 广义积分中值定理
设函数 f ∈ C[a,b],g ∈ R[a,b],且 g(x)在 [a, b]上不变号，则 ∃ξ ∈ (a, b),使得

ˆ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

ˆ b

a

g(x) dx.

Remark

◦ 这里 f ∈ C[a,b]不可以弱化为 f ∈ R[a,b].如：
设 g(x) = 1,

f(x) =

1 x ≥ 0

−1 x < 0

则
ˆ 1

−1

f(x)g(x) dx = 0,
ˆ 1

−1

g(x) dx = 2.但不存在 ξ ∈ (−1, 1),使得

f(ξ)

ˆ 1

−1

g(x) dx =

ˆ 1

−1

f(x)g(x) dx = 0

◦ 这个定理可以将一些难求积分，甚至求不出来积分的函数提出来。如：

设 f(x)在 [−a, a]上有连续的二阶导数，且 f(0) = 0.求证：
∃ξ ∈ (−a, a),使得 ˆ a

−a
f(x) dx =

a3

3
f ′′(ξ).

由于 f(x) 在 [−a, a] 上有连续的二阶导数, 故将其在 x = 0 处展开成 1 阶带 La-
grange余项的 Taylor公式：

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(ξx)

2
x2

其中 ξx是介于 0和 x之间的一个关于 x的函数。那么
ˆ a

−a
f(x) dx =

ˆ a

−a
f(0) + f ′(0)x+

f ′′(ξx)

2
x2 dx

=

ˆ a

−a
f ′(0)x+

f ′′(ξx)

2
x2 dx =

ˆ a

−a

f ′′(ξx)

2
x2 dx

=
f ′′(ξ)

2

ˆ a

−a
x2 dx =

a3

3
f ′′(ξ)

其中 ξ ∈ (−a, a).

43. Newton-Leibniz公式
设 f ∈ R[a,b],且 F 是 f 在 [a, b]上的一个原函数，则

ˆ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

习惯上常将 F (b)− F (a)记作 F (x)|ba.

44. 变上限积分求导定理
设 f ∈ C[a,b],则 Φ(x) =

ˆ x

a

f(t) dt在 [a, b]上可导，且

Φ′(x) =
d
dx

(ˆ x

a

f(x) dx
)

= f(x), x ∈ [a, b].

Remark
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• 这里 f ∈ C[a,b]不可以弱化为 f ∈ R[a,b].如：

f(x) =

1 x ≥ 0

−1 x < 0

Φ(x) =

ˆ x

−1

f(t) dt = |x| − 1在 x = 0处不可导。

• 如果将定积分按 Newton-Leibniz公式写成原函数之差的形式，可以更好地理解：
(F (x)− F (a))′ = f(x).同时，我们按这种方法，利用复合函数求导的方法，可以求出：

d
dx

(ˆ φ(x)

a

f(t) dt

)
= f(φ(x))φ′(x).

• 注意此处的被积表达式中没有 x.事实上，一般的例如
ˆ x

0

(x− t)f(t) dt的导数不能按照此

公式求，而应将其变为 x

ˆ x

0

f(t) dt−
ˆ x

0

tf(t) dt再来用两函数之积的求导法则求导。如

果是一般的
ˆ φ(x)

a

f(x, t) dt对 x的导数，则需要用到多元函数的全微分：

记 F (u, x) =

ˆ u

a

f(x, t) dt,则
∂F

∂u
= f(x, u),

∂F

∂x
=

ˆ u

a

fx(x, t) dt.

故
d
dx

(ˆ φ(x)

a

f(x, t) dt

)
= f(x, φ(x))φ′(x) +

ˆ φ(x)

a

fx(x, t) dt

• 有时被积表达式中含有积分上限的不定积分的导数也可以用变量替换来做，如：

已知 g(x) =

ˆ x

0

tf(x− t) dt.求 g′(x).

令 u = x− t,那么 dt = − du,

g(x) = −
ˆ 0

x

(x− u)f(u) du =

ˆ x

0

(x− u)f(u) du

= x

ˆ x

0

f(u) du−
ˆ x

0

uf(u) du

故

g′(x) = xf(x)−
ˆ x

0

f(u) du− xf(x) =

ˆ x

0

f(u) du

• 对于求分段函数的不定积分，常常不用不定积分的公式，而是用此定理来求。如：

已知 f(x) =

2x x < 0

2xex
2

x ≥ 0
.

求
ˆ
f(x) dx.

令 F (x) =

ˆ x

0

f(t) dt,则 x ≥ 0时，

F (x) =

ˆ x2

0

et
2

dt2 = eu|x
2

0 = ex
2

− 1.

x < 0时，

F (x) =

ˆ x2

0

dt2 = u|x
2

0 = x2.
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故 ˆ
f(x) dx = F (x) + C =

x2 + C x < 0

ex
2 − 1 + C x ≥ 0

.

当然，如果一定要用不定积分的方法也可以求。如：

已知 f(x) =

2x x < 0

2xex
2

x ≥ 0
.

求
ˆ
f(x) dx.

当 x ≥ 0时， ˆ
f(x) dx =

ˆ
ex

2

dx2 = ex
2

+ C1

当 x < 0时， ˆ
f(x) dx =

ˆ
2x dx = x2 + C2

又由于 f(x)的原函数在 x = 0处可导，故其在 x = 0处连续。

故

lim
x→0−

(x2 + C2) = lim
x→0+

(ex
2

+ C1)

故 C2 = C1 − 1.
故 ˆ

f(x) dx =

x2 + C2 x < 0

ex
2

+ C2 − 1 x ≥ 0
.

• 对于反常积分，这个定理不一定成立。（由于函数不满足条件 f ∈ C[a,b]）.
此时，应该用函数的定义来做。如：

设 f(x) =

ˆ x

0

cos
1

t
dt.求 f ′(0).

f ′(0) = lim
x→0

´ x
0
cos 1

t
dt

x

=− lim
x→0

´ x
0
t2 d sin 1

t

x

=− lim
x→0

1

x

(
t2 sin

1

t

∣∣∣∣x
0

−
ˆ x

0

2t sin
1

t
dt
)

而 lim
x→0

x2 sin 1
x

x
= 0且

lim
x→0

´ x
0
2t sin 1

t
dt

x
= lim

x→0

2x sin 1
x

1
= 0

故 f ′(0) = 0.

45. 不定积分的性质

• 线性性质ˆ
(k1f + k2g) dx = k1

ˆ
f dx+ k2

ˆ
g dx
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46. 弧微分公式
对于曲线上的一个极小的弧，有弧微分公式

ds =
»
(dx)2 + (dy)2

47. 二阶线性微分方程的性质
若 y∗ 是某个二阶线性非齐次微分方程的一个特解，y1,y2 是其对应的二阶线性齐次微分方程的
两个线性无关的解，那么 y = C1y1+C2y2是二阶线性齐次微分方程的通解，y = C1y1+C2y2+y

∗

是二阶线性非齐次微分方程的通解。

48. 混合偏导数的性质
设函数 f(x, y)在点M0(x0, y0)的某个邻域 D 内存在偏导数 fxy(x, y)和 fyx(x, y),且它们在点
M0(x0, y0)处连续，则 fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0).

49. 多元函数的可微性

• 若 z = f(x, y)在点 (x0, y0)处可微，则 f(x, y)在 (x0, y0)处连续，且 f(x, y)在 (x0, y0)处

存在偏导数，α = fx(x0, y0), β = fy(x0, y0),即

dz|(x0,y0) = fx(x0, y0) dx+ fy(x0, y0) dy

Remark
这条定理加上可微的定义可以用来判断函数是否可微：

先算出 f(x, y)在点 (x0, y0)处的偏导数 fx(x0, y0), fy(x0, y0)，再计算

lim
(∆x,∆y)→0

f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)− fx(x0, y0)∆x− fy(x0, y0)∆y√
∆x2 +∆y2

如果结果为 0,则该函数可微。

• 设 z = f(x, y)在点 (x0, y0)的某邻域内处处存在偏导数，且偏导数 fx(x0, y0), fy(x0, y0)在

(x0, y0)处连续，则 f(x, y)在 (x0, y0)处可微。

50. 方向导数
设函数 z = f(x, y)在点M0(x0, y0)处可微，则 f(x, y)在点M0 处沿任意方向 l的方向导数都

存在，且有
∂z

∂l
|M0

= fx(x0, y0) cosα+ fy(x0, y0) cosβ

其中 cosα, cosβ 为 l的方向余弦。

51. 梯度与增长速度
函数 f 在M0处的梯度方向是其值增长最快的方向，增长速度为 ∥∇f(x0, y0)∥.
增长速度为 0的方向为与其梯度方向垂直的方向。

52. 多元函数的复合函数微分运算法则

• 设 u = φ(x), v = ψ(y)都在点 x处可导，而 z = f(u, v)在对应点 (u, v)处可微，则复合函

数 z = f(φ(x), ψ(x))在点 x处可导，且

dz
dx

=
∂z

∂u
· du
dx

+
∂z

∂v
· dv
dx
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• 设 φ(x, y), ψ(x, y)在点 (x, y)处可偏导，而 z = f(u, v)在相应点 (u, v)处可微，则复合函

数 z = f(φ(x, y), ψ(x, y))存在偏导数，且

∂z

∂x
= f1φ1 + f2ψ1,

∂z

∂y
= f1φ2 + f2ψ2

Remark
这个定理可以用于化简偏微分方程，如：

已知可微函数 u(ξ, η), ξ = x + ay, η = x + by, (a ̸= b).问 a, b为何值时，可使 uxx +

4uxy + 3uyy = 0变换为 uξη = 0.
由复合函数微分运算法则，

ux = uξ + uη, uy = auξ + buη

uxx = uξξ + uξη + uηξ + uηη = uξξ + 2uξη + uηη

uxy = auξξ + buξη + auηξ + buηη = auξξ + (a+ b)uξη + buηη

uyy = a2uξξ + abuξη + abuηξ + b2uηη = a2uξξ + 2abuξη + b2uηη

代入，化简，整理，得

(3a2 + 4a+ 1)uξξ + (6ab+ 4(a+ b) + 2)uξη + (3b2 + 4b+ 1)uηη = 0

故 3a2 + 4a+ 1 = 0

3b2 + 4b+ 1 = 0

解之，得 a = − 1
3

b = −1
或

a = −1

b = − 1
3

53. 多元函数一阶微分形式不变性
无论用复合函数求导法则还是直接求导，若 dz = u dx+ v dy,则 u = zx, v = zy.

54. 隐函数微分法

• 设 n+ 1元函数 F (x1, x2, . . . , xn, y)，和点M0(z1, z2, . . . , zn+1)满足：

◦ 在点M0的某邻域内有连续的偏导数

◦ F (M0) = 0

◦ Fy(M0) ̸= 0

则方程 F (x1, x2, . . . , xn, y) = 0在点 M0(z1, z2, . . . , zn+1)的某邻域 N(M0, δ)内唯一确定

了一个具有连续偏导数的函数 y = f(x1, x2, . . . , xn), 它满足 zn+1 = f(z1, z2, . . . , zn) 及

∀(x1, . . . , xn) ∈ N(M0, δ), F (x1, x2, . . . , xn, F (x1, x2, . . . xn)) ≡ 0,并且

∂y

∂xi
= −Fxi

Fy
, i = 1, 2, . . . , n

Remark
求隐函数的微分，有三种方法：

◦ 直接求偏导数
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已知 z3 − 3xyz = a2,求 zx, zy.
方程两边对 x求偏导：

3z2zx − 3y(xzx + z) = 0

故

zx =
yz

z2 − xy

同理

zy =
xz

z2 − xy

◦ 求全微分

已知 z3 − 3xyz = a2,求 zx, zy.
方程两边同时求全微分:

3z2 dz − 3(yz dx+ xy dz + zx dy) = 0

故

dz =
yz

z2 − xy
dx+

xz

z2 − xy
dy

由一阶微分形式不变性

zx =
yz

z2 − xy
, zy =

xz

z2 − xy

◦ 用隐函数定理

已知 z3 − 3xyz = a2,求 zx, zy.
记 F = z3 − 3xyz − a2,故

Fx = −3yz, Fy = −3xz, Fz = 3z2 − 3xy

故

zx = −Fx
Fz

=
yz

z2 − xy
, zy = −Fy

Fz
=

xz

z2 − xy

• 设m个 n+m元函数 F1(x1, . . . , xn+m), . . . , Fm(x1, . . . , xn+m)满足：

◦ 在点M0(y1, . . . , yn+m)的某个邻域内有连续的偏导数

◦ Fi(M0) = 0, i = 1, 2, . . . ,m

◦ J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F1xn+1
F2xn+1

. . . Fmxn+1

F1xn+2
F2xn+2

. . . Fmxn+2

...
...

. . .
...

F1xn+m
F2xn+m

. . . Fmxn+m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M0

̸= 0

则方程组 {Fi(x1, . . . , xn+m) = 0, i = 1, 2, . . . ,m} 在点 M1(y1, y2, . . . , yn) 的某个邻域

N(M1, δ) 内确定了唯一的一组具有连续偏导数的函数 {fi(x1, x2, . . . , xn), i = n + 1, n +

2, . . . , n+m},它们满足 {fi(M1) = xi}及 ∀(x1, x2, . . . , xn) ∈ N(M1, δ),
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Fi(x1, . . . , xn, f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) ≡ 0,并且如果记

Ji =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F1xn+1
F2xn+1

. . . Fi−1xn+1
Fixi

Fi+1xn+1
. . . Fmxn+1

F1xn+2
F2xn+2

. . . Fi−1xn+2
Fixi

Fi+1xn+2
. . . Fmxn+2

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

F1xn+m
F2xn+m

. . . Fi−1xn+m
Fixi

Fi+1xn+m
. . . Fmxn+m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M0

则
∂fi
∂xj

= −Ji
J
, i = 1, 2, . . . ,m

Remark
求这种隐函数的微分时，建议采用直接求偏导数法或求全导数法，不建议用隐函数定理。

解的时候，需要解一个m元一次方程组。如：

已知 u = u(x, y), v = v(x, y)由方程组

u2 − v + x = 0

u+ v2 − y = 0
确定，

求
∂u

∂x
,
∂v

∂x
,
∂u

∂y
,
∂v

∂y
.

由方程组，两边同时全微分：2u du− dv + dx = 0

du+ 2v dv − dy = 0

将这个看作是关于 du, dv的二元一次方程组，解，得du = −2v
4uv+1

dx+ 1
4uv+1

dy

dv = 1
4uv+1

dx+ 2u
4uv+1

dv

故
∂u

∂x
=

−2v

4uv + 1
,
∂u

∂y
=

1

4uv + 1

∂v

∂x
=

1

4uv + 1
,
∂v

∂y
=

2u

4uv + 1

55. 多元函数微分学的几何应用

• 曲线


x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)

在 t = t0处，切线方程为

x− x(t)

x′(t0)
=
y − y(t)

y′(t0)
=
z − z(t)

z′(t0)

法平面方程为

x′(t0)(x− x(t0)) + y′(t0)(y − y(t0)) + z′(t0)(z − z(t0)) = 0

• 曲面 F (x, y, z) = 0在 (x0, y0, z0)处，法线方程为

x− x0
Fx(x0, y0, z0)

=
y − y0

Fy(x0, y0, z0)
=

z − z0
Fz(x0, y0, z0)
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切平面方程为

Fx(x0, y0, z0)(x− x0) + Fy(x0, y0, z0)(y − y0) + Fz(x0, y0, z0)(z − z0) = 0

Remark
遇到 z = f(x, y)型，将其变为 F (x, y, z) = f(x, y)− z = 0，故 Fz = −1

56. 多元函数极值

• 若 z = f(x, y) 可微，且其在 M0(x0, y0) 处有极值，则 fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0, 即
grad(M0) = {0, 0}
Remark
函数的驻点未必是其极值点，且函数的极值点未必是其驻点，也可能是其偏导数不存在的

点。

故若我们要求某一个函数的极值点，则既要找其驻点，也要找其偏导数不存在的点，再讨

论。

• 设M0(x0, y0)为 z = f(x, y)的驻点。该函数在M0 的邻域内有二阶连续偏导数。记 A =

fxx(x0, y0), B = fxy(x0, y0), C = fyy(x0, y0),∆ = AC −B2,则：

◦ 若 ∆ > 0，则M0是其极值点，且

* 若 A > 0,则M0是极小值点

* 若 A < 0,则M0是极大值点

◦ ∆ < 0，则M0非其极值点。

◦ ∆ = 0，无法判断

Remark
对于∆ = 0的情况，一般来说，若M0是极值点，则可通过将 z配方来证明；若M0不是极值

点，则通过取 y = f1(x)和 y = f2(x),其中 f(x, f1(x)) ≤ f(x0, y0), f(x, f2(x)) ≥ f(x0, y0)

来证明。

57. 多元函数最值
首先先求其极值，再以边界为条件，求其边界上的条件极值，最后再比较得出最值。

58. 多元函数条件极值
Lagrange乘数法：
若已知 φ(x, y, z) = 0,求 u = f(x, y, z)的极值。

令 F = f(x, y, z) + λφ(x, y, z)为关于 x, y, z, λ的四元函数，解关于 x, y, z, λ的四元方程组：

Fx = 0

Fy = 0

Fz = 0

φ(x, y, z) = 0

则若 u在 (x0, y0, z0)处取得极值，则 (x0, y0, z0)必满足上述方程。

59. 复数的基本计算

• 共轭

◦ z = z
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◦ z1 ± z2 = z1 ± z2

◦ z1 · z2 = z1 · z2

◦
(
z1
z2

)
=
z1
z2

• 模

◦ |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|

◦ |z1z2| = |z1||z2|

◦
∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣ = |z1|

|z2|
◦ |z|2 = zz̄

• 辐角
Arg (z1 · z2) = Arg z1 + Arg z2

• 指数

◦ 若 z = |z|eiθ,则 zn = |z|n(cos(nθ) + i sin(nθ))

◦ 若 z = |z|eiθ,则 z
1
n = |z| 1

n

(
cos

θ + 2kπ

n
+ i sin

θ + 2kπ

n

)
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1

60. 复变函数可导的条件

• 设函数 f(z) = u(x, y)+ iv(x, y)在区域D内有定义，z0 = x0 + iy0 ∈ D,若 f(z)在点 z0处

可导，则二元函数 u(x, y)和 v(x, y)在点 (x0, y0)处存在偏导数，且满足 Cauchy-Riemann
条件。

• 复变函数 f(z)在 z = z0点可导，则其在 z = z0点连续。

61. 复变函数可微的条件

• 复变函数 f(z)在 z = z0点可微的充要条件是其在 z = z0点可导。

• 在区域 D上定义的复变函数

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

在D内一点 z0 = x0+iy0可微的充分必要条件为二元实函数 u(x, y)和 v(x, y)在点 (x0, y0)

可微且满足 Cauchy-Riemann条件

• 设在区域D上定义的复变函数 f(z) = u(x, y)+iv(x, y)的实部、虚部均在 z0 = x0+iy0 ∈ D

存在一阶连续偏导数，且满足 Cauchy-Riemann条件，则 f(z)在 z0处可微。

• 若 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)在区域D内解析，则 u(x, y)和 v(x, y)都是D内的调和函数。

Remark
这个定理可以用来已知一个解析函数的实部或虚部，求其虚部或实部。需要解一个简单的

偏微分方程，需要注意到常数与另一个变量是有关的。一般来说最终结果要化成和 z有关

的表达式。

已知解析函数 f(z)的实部是 u = y3 − 3x2y,求虚部 v(x, y)和 f(z)

由于 f(z)解析，所以满足 Cauchy-Riemann方程

vx = −uy = −3y2 + 3x2

故

v =

ˆ
(3x2 − 3y2) dx = x3 − 3y2x+ φ(y)
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又

vy = −6xy + φ′(y) = ux = −6xy

故

φ′(y) = 0

故

φ(y) = C

从而

v = x3 − 3y2x+ C, f(z) = y3 − 3x2y + i(x3 − 3y2x+ C) = i(z3 + C)

62. 复变函数解析的条件
复变函数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)在区域 D内解析等价于：

(a) 二元函数 u(x, y), v(x, y)在 D内任意处可微

(b) 满足 Cauchy-Riemann方程

63. 多元数量函数积分的性质

•
ˆ
D

dσ = |D|

• 线性性质 ˆ
Ω

(αf(M) + βg(M)) dΩ = α

ˆ
Ω

f(M) dΩ+ β

ˆ
Ω

g(M) dΩ

• 对区域的可加性
设 Ω = Ω1 ∪ Ω2,且 Ω1和 Ω2除边界点外无公共部分，则ˆ

Ω

f(M) dΩ =

ˆ
Ω1

f(M) dΩ+

ˆ
Ω2

f(M) dΩ

• 多元数量函数积分不等式

◦ 若 f(M) ≤ g(M),∀M ∈ Ω,则
ˆ
Ω

f(M) dΩ ≤
ˆ
Ω

g(M) dΩ

◦
∣∣∣∣ˆ

Ω

f(M) dΩ
∣∣∣∣ ≤ ˆ

Ω

|f(M)| dΩ

◦ 若M1 ≤ f(M) ≤M2,∀M ∈ Ω,则

M1|Ω| ≤
ˆ
Ω

f(M) dΩ ≤M2|Ω|

• 多元数量函数积分的中值定理
设 f ∈ CΩ,则至少存在一点M∗ ∈ Ω,使

ˆ
Ω

f(M) dΩ = f(M∗)|Ω|

64. 第二型曲线积分的性质

• 线性性质
ˆ
L

(
k1

# »
F1(M) + k2

# »
F2(M)

)
· d #»s = k1

ˆ
L

# »
F1(M) · d #»s + k2

ˆ
L

# »
F2(M) · d #»s
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• 方向性
若 L−表示与曲线 L方向相反的有向曲线弧，则ˆ

L−

#»
F (M) · d #»s = −

ˆ
L

#»
F (M) · d #»s

• 对路径积分的可加性
设 A,B,C 为曲线弧 L上的任意三点，则ˆ

L(AB)

#»
F (M) · d #»s =

ˆ
L(AC)

#»
F (M) · d #»s +

ˆ
L(CB)

#»
F (M) · d #»s

65. 两类曲线积分的关系
对于有向光滑曲线弧 L，它的参数方程为

x = x(t), y = y(t), z = z(t)

若 x(t)关于 t单调递增，则

ds
dx

=

√
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2

dx
=

 
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2

(dx)2

=

√
1 +

(
dy
dx

)2

+

(
dz
dx

)2

若 x(t)关于 t单调递减，则同理可得

ds
dx

= −

√
1 +

(
dy
dx

)2

+

(
dz
dx

)2

故

dx =
ds

±
√
1 +

( dy
dx

)2
+
( dz
dx

)2
其中依据 x(t)的单调性确认符号。

同样地，也可以用 ds表示 dy, dz.
故若要将第二型曲线积分化为第一型曲线积分，先将其化为坐标形式，接着用 ds表示 dx, dy, dz
即可。

66. 第二型曲面积分的性质

• 线性性质¨

Σ

(
k1

# »
F1(M) + k2

# »
F2(M)

)
· d #»
A = k1

¨

Σ

# »
F1(M) · d #»

A+ k2

¨

Σ

# »
F2(M) · d #»

A

• 方向性
若改变曲面的侧，则第二型曲面积分的值反号。即¨

Σ−

#»
F (M) · d #»

A = −
¨

Σ

#»
F (M) · d #»

A

• 对积分曲面的可加性
若把曲面 Σ分为 Σ1和 Σ2两块，则¨

Σ

#»
F (M) · d #»

A =

¨

Σ1

#»
F (M) · d #»

A+

¨

Σ2

#»
F (M) · d #»

A



by张曙 高等数学中的定义、定理、公式 51

67. 两类曲面积分的关系
设

#»
F (M) = {P (M), Q(M), R(M)},且 cosα, cosβ, cos γ 为曲面 Σ在点M(x, y, z)处与 Σ方向

一致的法向量的方向余弦，即 #»n(M) = {cosα, cosβ, cos γ},则
¨

Σ

P (x, y, z) dy ∧ dz +Q(x, y, z) dz ∧ dx+R(x, y, z) dx ∧ dy

=

¨

Σ

(P (x, y, z) cosα+Q(x, y, z) cosβ +R(x, y, z) cos γ) dA

其中如果设 Σ : S(x, y, z) = 0,则

| cosα| = |Sx|»
S2
x + S2

y + S2
z

, | cosβ| = |Sy|»
S2
x + S2

y + S2
z

, | cos γ| = |Sz|»
S2
x + S2

y + S2
z

68. Green定理
设D是一个平面有界闭区域，其边界 ∂D为光滑或分段光滑曲线，符号 ∂D+表示区域D的边

界曲线且取正向。二元函数 P,Q在 D上具有一阶连续偏导数，则有
˛
∂D+

P dx+Q dy =

¨

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy

=

¨

D

∣∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

P Q

∣∣∣∣∣ dx dy
Remark

• 若积分曲线的方向并不是正向，则通过
˛
L

f(x, y) ds = −
˛
L−
f(x, y) ds来将其变成正向。

• 若积分曲线不是闭合的，则先通过添加线条的方式使其闭合，再通过第一型曲线积分对路
径积分的可加性，把加上的线条再减去。如：

求
ˆ
C

(ex sin y −my) dx+ (ex cos y −m) dy.其中 C : A(a, 0) → O(0, 0)的上半圆周。

取 C1 : C → O → C 的半圆型弧线段，C2 : C → O的直线，

D :

ß
(x, y)|

(
x− a

2

)2
+ y2 ≤ a2

4
, y ≥ 0

™
,则

ˆ
C

(ex sin y −my) dx+ (ex cos y −m) dy

=

ˆ
C1

(ex sin y −my) dx+ (ex cos y −m) dy +
ˆ
C2

(ex sin y −my) dx+ (ex cos y −m) dy

=

¨

D

(ex cos y − ex cos y +m) dx dy +
ˆ 0

a

0 dx

=m|D|

=
πa2m

8

• 不可以忽略 P,Q在D上具有一阶连续偏导数的条件。如果在D内出现一阶偏导数不连续

的点，则应添加曲线将其去除，然后再求所添加的曲线内的积分。如：
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设 L是包围原点的任一条分段光滑的正向简单闭曲线，计算曲线积分

I =

˛
L

−y dx+ x dy
x2 + y2

记 P (x, y) =
−y

x2 + y2
, Q(x, y) =

x

x2 + y2
,则当 (x, y) ̸= (0, 0)时，

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
=

y2 − x2

(x2 + y2)2

记 Lr : x
2 + y2 = r2,取顺时针方向，其中 r > 0是一个充分小的数使得 Lr 在 D内。

那么， ˛
L

P dx+Q dy =

˛
L+Lr

P dx+Q dy +
˛
L−

r

P dx+Q dy

而由于在 L+ Lr 所围成的平面区域内，P 和 Q的一阶偏导数总是连续的，故
˛
L+Lr

P dx+Q dy =

¨

D1

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
dx dy = 0

其中 D1为 L和 Lr 所围成的区域。

而
˛
L−

r

−y dx+ x dy
x2 + y2

=
1

r2

˛
L−

r

−y dx+ x dy

=
1

r2

¨

Dr

2 dx dy =
2

r2
|Dr|

=2π

其中 Dr 为 Lr 所围成的区域。

故 I = 2π.

• 有一个推论：
对于平面闭区域 D,

|D| = 1

2

˛
∂D+

−y dx+ x dy

这个公式能用来计算由参数方程所给出的平面闭区域的面积。

69. 平面曲线积分与路径无关的条件
设函数 P (x, y), Q(x, y)在平面单连通域 G上有一阶连续偏导数，则以下四个命题相互等价

•
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
在 G内处处连续

• 对于 G内任意一条分段光滑的闭曲线 L,有˛
L

P dx+Q dy = 0

• 曲线积分
ˆ
L

P dx+Q dy在 G内与路径无关

• 表达式 P dx+Q dy在G内是某个二元函数 u(x, y)的全微分，即存在二元函数 u(x, y),使
得

du = P dx+Q dy

Remark
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◦ 如果给定 L的起点 (x1, y1)和终点 (x2, y2)，要求求一个与路径无关的曲线积分，那么

选择的路径为 (x1, y1) → (x1, y2) → (x2, y2).

◦ 如果给出 P dx+Q dy,求 u,那么如果 (0, 0)在 G内，就用

u =

ˆ (x,y)

(0,0)

P dx+Q dy

◦ 要注意到我们选择的新的曲线必须在G内。如果连接起点和和终点的最短水平、竖直

线段要经过某个不在这个G内的点，那么有两种方法：一是将题目中所给的曲线 L的

方程代入被积表达式，那么有可能化简之后的结果不再出现不在G内的点；二是作一

条新曲线，绕过那个点。如：

求曲线积分
ˆ
L

− sin y dx+ (x+ y) dy
x2 + sin2 y

.其中 L : A
(
0,−π

2

)
沿曲线 x =

…
π2

4
− y2

到 B
(
0,

π

2

)
的弧段。

令 P = − sin y
x2 + sin2 y

,Q =
x cos y

x2 + sin2 y
,

则

Py =
sin2 y cos y − x2 cos y

(x2 + sin2 y)2
, Qx =

sin2 y cos y − x2 cos y
(x2 + sin2 y)2

所以

Py = Qx, (x, y) ̸= (0, 0)

不妨取单连通域 G = {(x, y)|x ≥ 0, (x, y) ̸= (0, 0)},
那么曲线积分

ˆ
L

P dx+Q dy在 G内与路径无关。

因此
ˆ
L

P dx+Q dy

=

ˆ (1,−π
2 )

(0,−π
2 )

P dx+Q dy +
ˆ (1,π2 )

(1,−π
2 )

P dx+Q dy +
ˆ (0,π2 )

(1,π2 )

P dx+Q dy

=

ˆ 1

0

1

x2 + 1
dx+

ˆ π
2

−π
2

cos y
sin2 y + 1

dy +
ˆ 0

1

−1

x2 + 1
dy

=π

70. Gauss定理
设 Ω是一个空间闭区域，其边界 ∂Ω是光滑或分片光滑的闭曲面，函数 P,Q,R在 Ω上具有一

阶连续偏导数。

若规定区域 D的边界曲线 ∂D的正向 ∂D+如下：

当沿 ∂D的正向前进时，区域 D总在前进方向左侧。

那么，则有
‹

∂Ω+

P (x, y, z) dy ∧ dz +Q(x, y, z) dz ∧ dx+R(x, y, z) dx ∧ dy =

˚

Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dv

71. 散度的计算公式
设向量场

#»
F (M) = {P (M), Q(M), R(M)},则

div
#»
F (M) =

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

∣∣∣∣
(x,y,z)=M
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72. Stokes定理
设 Σ是分片光滑的有向曲面，其边界曲线 ∂Σ为分段光滑的闭曲线，函数 P,Q,R在 Σ上有一

阶连续偏导数。

若规定有向曲面 Σ的边界曲线 ∂Σ的正向 ∂Σ+如下：

∂Σ+的这一方向与有向曲面 Σ被指定的法向量的方向符合右手法则。

那么。则有
˛
∂Σ+

P dx+Q dy +R dz

=

¨

Σ

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂R

)
dx ∧ dy

=

¨

Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣
dy ∧ dz dz ∧ dx dx ∧ dy

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣
73. 旋度的计算公式
设向量场

#»
F (M) = {P (M), Q(M), R(M)},则

rot #»
F (M) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣
(x,y,z)=M

74. 向量微分算子的运算

∇u = gradu

∇ · #»
F = div

#»
F

∇× #»
F = rot #»

F

75. Cauchy积分定理
设 f(z)在单连通域 D内解析，L为 D内任一条分段光滑的简单闭曲线，则

˛
L

f(z) dz = 0

76. 复连通域内的 Cauchy积分定理
设 L,Lk(k = 1, 2, . . . , n)为 n+ 1条取逆时针方向的简单闭曲线，Lk(k = 1, 2, . . . , n)完全在 L

内，且 Lk 与 Lj 互不相交也互不包含，D 为由 L,Lk(k = 1, 2, . . . , n) 围成的复连通域。如果

f(z)在 D = D ∪ ∂D上解析，则
˛
L

f(z) dz =
n∑
i=1

˛
Lk

f(z) dz

Remark
有一个重要结果：

设 L是任意包含 z0的简单闭曲线，取逆时针方向，则

˛
L

dz
(z − z0)n

=

2πi n = 1

0 n ̸= 1, n ∈ Z
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77. Cauchy积分公式
设区域 D的边界 ∂D时分段光滑的简单闭曲线，f(z)在 D及 ∂D上解析，则 ∀z0 ∈ D,有

2πif(z0) =
˛
∂D+

f(z)

z − z0
dz

78. 高阶导数公式
设区域D的边界 ∂D时分段光滑的简单闭曲线，f(z)在D及 ∂D上解析，且 f(z)在区域D内

有任意阶导数，则 ∀z0 ∈ D,有

2πi
n!
f (n)(z0) =

˛
∂D+

f(z)

(z − z0)n+1
dz

Remark
这表示，解析函数具有任意阶导数。

79. 复级数相关定理

若 cn = an+ ibn,其中 {an}和 {bn}都是实数列，则复级数
∞∑
n=1

cn收敛当且仅当
∞∑
n=1

an和
∞∑
n=1

bn

都收敛，且
∞∑
n=1

cn =

∞∑
n=1

an + i
∞∑
n=1

bn

80. 常数项级数的性质

• 线性性质

设数项级数
∞∑
n=1

un和
∞∑
n=1

vn收敛，其和分别为S和T ,则 ∀λ1, λ2 ∈ C,级数
∞∑
n=1

(λ1un+λ2vn)

收敛，且其和为 λ1S + λ2T

推论

∀λ ∈ C, λ ̸= 0,级数
∞∑
n=1

un和
∞∑
n=1

λun有相同的敛散性。

• 删去或添加有限项不影响级数的敛散性

• 设级数
∞∑
n=1

un收敛，若不改变它的各项次序，任意添加括号后得到的新数列仍收敛，且其

和不变。

• 级数收敛的必要条件

若数项级数
∞∑
n=1

un收敛，则 lim
n→∞

un = 0

Remark
此定理一般用于证明级数不收敛。即：

若 lim
n→∞

un ̸= 0,则级数
∞∑
n=1

un发散。

81. 常数项级数的 Cauchy收敛准则

级数
∞∑
n=1

un收敛的充要条件是：

∀ϵ > 0,∃N ∈ N,使当 n > N时，∀p ∈ N,总有∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

uk

∣∣∣∣∣ < ϵ
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82. 绝对收敛定理

若级数
∞∑
n=1

|un|收敛，则
∞∑
n=1

un也收敛。

Remark

• 这条定理对复级数也成立，此时应理解成模。

• 若能用比值判敛法、根植判敛法判断某个级数的绝对级数发散，则该级数发散。

83. 正项级数收敛定理

正项级数
∞∑
n=1

an收敛的充要条件是部分和数列 {Sn}有界。

84. 正项级数的判敛法

• 比较判别法

设
∞∑
n=1

an与
∞∑
n=1

bn均为正项级数，且满足 ∀n ∈ N+, an ≥ bn,则

◦ 若
∞∑
n=1

bn收敛，则
∞∑
n=1

an收敛

◦ 若
∞∑
n=1

an发散，则
∞∑
n=1

bn发散

• 比较判别法的极限形式

设
∞∑
n=1

an与
∞∑
n=1

bn均为正项级数，且 ∀n ∈ N+, bn > 0,若 lim
n→∞

an
bn

= λ,则

◦ 当 0 < λ < +∞时，
∞∑
n=1

an与
∞∑
n=1

bn具有相同的敛散性

◦ 当 λ = 0时，

若
∞∑
n=1

bn收敛，则
∞∑
n=1

an收敛；

若
∞∑
n=1

an发散，则
∞∑
n=1

bn发散

◦ 当 λ = +∞时，

若
∞∑
n=1

an收敛，则
∞∑
n=1

bn收敛；

若
∞∑
n=1

bn发散，则
∞∑
n=1

an发散

Remark
运用这条定理时，一般是利用等价无穷小来找到 bn.如：

判别级数
∞∑
n=1

sin
π

2n
的敛散性。

由于 n→ ∞时，
sin

π

2n
∼ π

2n

故

lim
n→∞

sin π
2n

π
2n

= 1
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而级数
∞∑
n=1

π

2n
收敛

故原级数收敛。

• 比值判敛法

设
∞∑
n=1

an为正项级数，且 ∀n ∈ N+, an > 0.若 lim
n→∞

an+1

an
= ρ,则

◦ 当 ρ < 1时，
∞∑
n=1

an收敛

◦ 当 ρ > 1时，
∞∑
n=1

an发散

• 根值判别法

设
∞∑
n=1

an为正项级数，满足条件 lim
n→∞

n
√
an = ρ,则

◦ 当 ρ < 1时，
∞∑
n=1

an收敛

◦ 当 ρ > 1时，
∞∑
n=1

an发散

Remark
能用比值判别法的级数，都能用根值判别法。但是，有些题用比值判别法比较好做。

• 积分判别法

设 f ∈ C[1,+∞),且非负递减，∀n ∈ N+, an = f(n),则级数
∞∑
n=1

an收敛的充要条件是反常积

分
ˆ ∞

1

f(x) dx收敛。

Remark
遇到分母上有 ln的，往往要想到积分判别法。

Remark
用以上判敛法时，都首先需要判断级数为正项级数。

85. 交错级数的判敛法

设交错级数
∞∑
n=1

(−1)n−1an满足条件：

(a) ∀n ∈ N+, an+1 ≤ an

(b) lim
n→∞

an = 0

则级数
∞∑
n=1

(−1)n−1an收敛，且 ∀i ∈ N,余项 rn =
∞∑

i=n+1

(−1)i−1ai满足 |ri| ≤ ai+1.

Remark
判断一个正数数列单调下降的方式有三种：

• 作差法
若 ∀n, an+1 − an ≤ 0,则其单调下降

• 比值法
若 ∀n, an+1

an
≤ 1,则其单调下降

• 求导法
若 an = f(n),则令 y = f(x),若 f ′(x) ≤ 0,则其单调下降
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86. 无穷区间上反常积分的判敛法

• 比较判别法
设 f, g ∈ C[a,+∞),且 0 ≤ f(x) ≤ g(x), a ≤ x < +∞,则

◦ 当
ˆ +∞

a

g(x) dx收敛时，
ˆ +∞

a

f(x) dx也收敛。

◦ 当
ˆ +∞

a

f(x) dx发散时，
ˆ +∞

a

g(x) dx也发散。

• 设非负函数 f ∈ C[a,+∞),且 lim
x→+∞

xpf(x) = l,则

◦ 当 p > 1, 0 ≤ l < +∞时，
ˆ +∞

a

f(x) dx收敛；

◦ 当 p ≤ 1, 0 < l ≤ +∞时，
ˆ +∞

a

f(x) dx发散。

87. 无界函数反常积分的判敛法

• 比较判别法
设非负函数 f, g ∈ C[a,b),x = b为 f, g的无穷型间断点，且 f(x) ≤ g(x),∀x ∈ [a, b),则

◦ 当
ˆ b

a

g(x) dx收敛时，
ˆ b

a

f(x) dx也收敛。

◦ 当
ˆ b

a

f(x) dx发散时，
ˆ b

a

g(x) dx也发散。

• 设非负函数 f ∈ C[a,b],x = b为 f 的无穷型间断点，且 lim
x→b−

(b− x)pf(x) = l,则

◦ 当 p < 1, 0 ≤ l < +∞时，
ˆ b

a

f(x) dx收敛；

◦ 当 p ≥ 1, 0 < l ≤ +∞时，
ˆ b

a

f(x) dx发散。

88. Abel定理

对于幂级数
∞∑
n=0

cnz
n,下列命题成立：

• 若该幂级数在 z = z0(z0 ̸= 0)处收敛，则对满足 |z| < |z0|的所有 z,该级数绝对收敛。

• 若该幂级数在 z = z0处发散，那么对满足 |z| > |z0|的所有 z,该级数发散。

89. 幂级数的收敛性

幂级数
∞∑
n=0

cnz
n的收敛性仅有三种可能

• ∀z ∈ C,该幂级数绝对收敛

• 仅在 z = 0处收敛

• 存在一个正数 R,当 |z| < R时，该幂级数绝对收敛；当 |z| > R时，该幂级数发散

90. 幂级数收敛半径的计算方法

对于幂级数
∞∑
n=0

cnz
n，若 ∀n ∈ N, cn ̸= 0,且 lim

n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = ρ或 lim
n→∞

n

»
|cn| = ρ,则该幂级数的

收敛半径

R =


1

ρ
0 < ρ < +∞

+∞ ρ = 0

0 ρ = +∞
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91. 幂级数的代数运算性质

设幂级数
∞∑
n=0

cnz
n和

∞∑
n=0

c̃nz
n的收敛半径分别为 R1与 R2,令 R = min{R1, R2},则在它们公共

的收敛圆域 |z| < R内，有：

• ∀α, β ∈ C,幂级数 α
∞∑
n=0

cnz
n + β

∞∑
n=0

c̃nz
n收敛，并且

α
∞∑
n=0

cnz
n + β

∞∑
n=0

c̃nz
n =

∞∑
n=0

(αcn + βc̃n) z
n

• 它们的乘积级数收敛，且(
∞∑
n=0

cnz
n

)(
∞∑
n=0

c̃nz
n

)
=

∞∑
n=0

(c0c̃n + c1c̃n−1 + · · ·+ cnc̃0)z
n

Remark
这个定理只保证在它们公共的收敛圆域 |z| < R内收敛，并不保证它们仅在 |z| < R内收敛。

92. 幂级数和函数的性质

• 复的幂级数

设幂级数
∞∑
n=0

cnz
n的和函数为 S(z),收敛半径 R > 0,则

◦ S(z)在收敛圆 |z| < R内解析

◦ 在收敛圆内幂级数
∞∑
n=0

cnz
n可以逐项求导，即当 |z| < R时，

(
∞∑
n=0

cnz
n

)′

=
∞∑
n=0

(cnz
n)′

◦ 在收敛圆内幂级数
∞∑
n=0

cnz
n可以逐项积分，即当 |z| < R时，

ˆ
L

S(z) dz =
∞∑
n=0

cn

ˆ
L

zn dz

• 实的幂级数

设幂级数
∞∑
n=0

anx
n的和函数为 S(x),收敛半径 R > 0,则

◦ S(x)在收敛区间 (−R,R)内连续
Remark
如果 S(R)和 S(−R)存在，则 S(x)在 [−R,R]内连续。

◦ S(x)在 (−R,R)内有连续的导数，且可以逐项求导，即 ∀x ∈ (−R,R),(
∞∑
n=0

anx
n

)′

=
∞∑
n=0

(anx
n)′

◦ S(x)在 (−R,R)内可积，并且可以逐项积分，即 ∀x ∈ (−R,R),
ˆ x

0

S(t) dt =
∞∑
n=0

an

ˆ x

0

tn dt

93. 函数展开为幂级数
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• 复函数
设复函数 f(z) 在区域 D 内解析，z0 ∈ D,R 为 z0 到 D 的边界上各点的最短距离，则当

|z − z0| < R时，f(z)能展成 z − z0的幂级数

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

• 实函数
设实函数 f ∈ C∞

(x0−R,x0+R)，则 f 在 (x0 −R, x0 +R)内可以展开成 x− x0的幂级数

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

的充分必要条件是：

∀x ∈ (x0 −R, x0 +R),f(x)在 x = x0处的 Taylor公式的余项 Rn(x) → 0(x→ ∞),且上述
展开式唯一。

Remark
一般用 Lagrange余项解决此类问题。

94. 函数展开为双边无穷级数
设 f(z)在圆环域 R1 < |z− z0| < R2内解析，则在此圆环域内，f(z)能展成双边无穷级数，即

有

f(z) =
∞∑

n=−∞

cn(z − z0)
n

其中系数

cn =
1

2πi

˛
L

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ

L为圆环域内绕 z0的任何一条逆时针方向的简单闭曲线。且展开式是唯一的。

Remark

• 这里展开式唯一的意思是，在同一个圆环域 R1 < |z− z0| < R2内，如果将 f(z)均展开成

关于 (z − z0)的双边无穷级数，那么展开式唯一。两个条件缺一不可。

• 如果 f(z)在 z0处解析，则其在 z0的去心邻域中的双边无穷级数的系数 cn,有 ∀n < 0, cn =

0,且此时其双边无穷级数与幂级数相同。

95. 零点的判断方法
如果 f(z)在 z0处解析，那么 z0为 f(z)的m级零点的充分必要条件是

f (n)(z0) = 0(n = 0, 1, . . . ,m− 1), f (m)(z0) = 0

96. 零点与极点的关系

• z0为 f(z)的m级极点的充分必要条件是 z0为
1

f(z)
的m级零点。

• 若 z0是 f(z)的m级零点，g(z)的 n级零点，则

◦ z0是 f(z)g(z)的m+ n级零点

◦ 若m < n,则 z0是
f(z)

g(z)
的 n−m级极点

◦ 若m > n,则 z0是
f(z)

g(z)
的可去奇点
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97. 留数的计算方法

• 有限点处

◦ 双边无穷级数法

将 f(z) 在 0 < |z − z0| < δ 的圆环域内展开成双边无穷级数
∞∑

n=−∞

cn(z − z0)
n, 则

Res [f(z), z0] = c−1.

◦ 若 z0为 f(z)的一级极点，则

Res [f(z), z0] = lim
z→z0

(z − z0)f(z)

◦ 若 z0为 f(z)的m级极点，则

Res [f(z), z0] =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
((z − z0)

mf(z))

Remark
事实上，若 z0为 f(z)的m级格点，则 ∀n > m,有

Res [f(z), z0] =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

dn−1

dzn−1
((z − z0)

nf(z))

因此，可以选用适当的 n.如

求 Res
[
ez − 1

z3
, 0

]
.

易知 z = 0是 2级极点。

Res
[
ez − 1

z3
, 0

]
=

1

3!
lim
z→0

(ez − 1)(3)

=
1

6

◦ 若 f(z) =
P (z)

Q(z)
,P (z)及 Q(z)都在 z0解析，且 P (z0) ̸= 0, Q(z0) = 0, Q′(z0) ̸= 0,则

Res
[
P (z)

Q(z)
, z0

]
=

P (z0)

Q′(z0)

• 无穷远点处

◦ 双边无穷级数法

将 f(z)在M < |z| < +∞的圆环域内展开成双边无穷级数
∞∑

n=−∞

cnz
n,则Res [f(z),∞] =

−c−1.

◦
Res [f(z),∞] = −Res

[
f

(
1

z

)
1

z2
, 0

]
98. 留数定理
设函数 f(z)在区域D内除有限个孤立奇点 z1, z2, . . . , zn外处处解析，L是D内包围所有奇点

的一条正向简单闭曲线，那么

˛
L

f(z) dz = 2πi
n∑
k=1

Res [f(z), zk]



by张曙 高等数学中的定义、定理、公式 62

99. 扩充复平面的留数定理
如果函数 f(z)在扩充复平面内除去有限个孤立奇点外处处解析，那么 f(z)在所有奇点（包括

∞点）的留数之和必等于零。
Remark
如果运用留数定理时，曲线内的奇点个数较多，可以考虑运用此定理，计算曲线外奇点的留数。

100. 三角函数系的正交性
设 T = {1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, · · · , cosnx, sinnx, · · · },则

∀f, g ∈ T, f ̸= g,

ˆ π

−π

fg dx = 0

Remark
由这一性质可知，三角函数系中的三角函数都与 1正交，因此

∀n ∈ N+,

ˆ π

−π

cosnx dx =

ˆ π

−π

sinnx dx = 0

101. Fourier级数的计算方法

• 三角级数形式

◦ f(x)周期为 2π

a0 =
1

π

ˆ π

−π

f(x) dx

an =
1

π

ˆ π

−π

f(x) cosnx dx

bn =
1

π

ˆ π

−π

f(x) sinnx dx

◦ f(x)周期为 2l

a0 =
1

l

ˆ l

−l
f(x) dx

an =
1

l

ˆ l

−l
f(x) cos

nπ

l
x dx

bn =
1

l

ˆ l

−l
f(x) sin

nπ

l
x dx

Remark
若 f(x)是奇函数，则 an = 0;若 f(x)是偶函数，则 bn = 0.

• 复数指数形式
f(x)周期为 2l

Cn =
1

2l

ˆ l

−l
f(x)e−inωx dx

102. Dirichlet收敛定理

• f(x)周期为 2π

设 f(x)是以 2π为周期的函数，在 [−π,π]上满足：

(a) 连续或只有有限个第一类间断点

(b) 只有有限个极值点
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则 f(x)的 Fourier级数在区间 [−π,π]上收敛，其和函数为

S(x) =


f(x) x ∈ (−π,π), x是f(x)的连续点

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
x ∈ (−π,π), x是f(x)的间断点

f(−π+ 0) + f(π− 0)

2
x = ±π

• f(x)周期为 2l

设 f(x)是以 2l为周期的函数，在 [−l, l]上满足：

(a) 连续或只有有限个第一类间断点

(b) 只有有限个极值点

则 f(x)的 Fourier级数在区间 [−l, l]上收敛，其和函数为

S(x) =


f(x) x ∈ (−l, l), x是f(x)的连续点
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
x ∈ (−l, l), x是f(x)的间断点

f(−l + 0) + f(l − 0)

2
x = ±l

3 公式

1. 常用函数

• 符号函数

sgn(x) =


1 x > 0

0 x = 0

−1 x < 0

定义域为 R.
值域为 {−1, 0, 1}.

• 取整函数
y = [x]

其中 [x]表示不超过 [x]的最大整数。定义域为 R.
值域为 Z.
Remark
若 x为大于 0的小数,则 [−x] = −[x]− 1.如：[−2.5] = −3.

• 幂函数
y = xa, a ̸= 0

• 有理函数

y =
anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0

• 指数函数
y = ax, a > 0, a ̸= 1

定义域为 R.
值域为 R+.



by张曙 高等数学中的定义、定理、公式 64

• 对数函数
y = loga x, a > 0, a ̸= 1

定义域为 R+.
值域为 R.

• 三角函数

◦ 正弦函数 (sine)
y = sinx

定义域为 R.
值域为 [−1.1].

◦ 余弦函数 (cosine)
y = cosx

定义域为 R.
值域为 [−1.1].

◦ 正切函数 (tangent)
y = tanx

定义域为
{
x|x ̸= π

2
+ kπ, k ∈ Z

}
.

值域为 R.

◦ 余切函数 (cotangent)
y = cotx

定义域为 {x|x ̸= kπ, k ∈ Z}.
值域为 R.

◦ 正割函数 (secant)
y = secx

定义域为
{
x|x ̸= π

2
+ kπ, k ∈ Z

}
.

值域为 (−∞,−1] ∪ [1,+∞).

◦ 余割函数 (cosecant)
y = cscx

定义域为 {x|x ̸= kπ, k ∈ Z}.
值域为 (−∞,−1] ∪ [1,+∞).

• 反三角函数

◦ 反正弦函数
y = arcsinx

定义域为 [−1, 1].
值域为 [−π

2
,
π

2
].

◦ 反余弦函数
y = arccosx

定义域为 [−1, 1].
值域为 [0,π].
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◦ 反正切函数
y = arctanx

定义域为 R.
值域为

(
−π

2
,
π

2

)
.

• 双曲三角函数

◦ 双曲正弦函数
sinhx =

ex − e−x

2
定义域 R.
值域 R.

◦ 双曲余弦函数
coshx =

ex + e−x

2
定义域 R.
值域 [1,+∞).

◦ 双曲正切函数
tanhx =

ex − e−x

ex + e−x

定义域 R.
值域 (−1, 1).

• 反双曲三角函数

◦ 反双曲正弦函数
arsinhx = ln

(
x+

√
x2 + 1

)
定义域 R.
值域 R.

◦ 反双曲余弦函数
arcoshx = ln

(
x+

√
x2 − 1

)
定义域 [1,+∞).
值域 R.

◦ 反双曲正切函数
artanhx =

1

2
ln

1 + x

1− x

定义域 (−1, 1).
值域 R.

2. 三角函数有关公式

• 奇偶性

sin(−x) = − sinx csc(−x) = − cscx

cos(−x) = cosx sec(−x) = secx

tan(−x) = − tanx cot(−x) = − cotx

• 两角和（差）公式

sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y sin(x− y) = sinx cos y − cosx sin y

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y cos(x− y) = cosx cos y + sinx sin y

tan(x+ y) =
tanx+ tan y
1− tanx tan y

tan(x− y) =
tanx− tan y
1 + tanx tan y
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• 二倍角公式

sin(2x) = 2 sinx cosx

cos(2x) = cos2 x− sin2 x = 2 cos2 x− 1 = 1− 2 sin2 x

tan(2x) =
2 tanx

1− tan2 x

• 积化和差公式

sinx sin y = −1

2
(cos(x+ y)− cos(x− y))

cosx cos y =
1

2
(cos(x+ y) + cos(x− y))

sinx cos y =
1

2
(sin(x+ y) + sin(x− y))

• 和差化积公式

sinx+ sin y = 2 sin
x+ y

2
cos

x− y

2

sinx− sin y = 2 cos
x+ y

2
sin

x− y

2

cosx+ cos y = 2 cos
x+ y

2
cos

x− y

2

cosx− cos y = −2 sin
x+ y

2
sin

x− y

2

• 第一类万能公式
令 t = tan

x

2
,则：

sinx =
2t

1 + t2

cosx =
1− t2

1 + t2

tanx =
2t

1− t2

dx =
2

1 + t2
dt

• 第二类万能公式
令 t = tanx,则：

sin2 x =
t2

1 + t2

cos2 x =
1

1 + t2

dx =
1

1 + t2
dt

• 三角函数之间的关系

sinx cscx = 1

cosx secx = 1

tanx cotx = 1

sin2 x+ cos2 x = 1

sec2 x− tan2 x = 1

csc2 x− cot2 x = 1
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3. 反三角函数有关公式

• 奇偶性

arcsin(−x) = − arcsinx

arccos(−x) = arccosx

arctan(−x) = − arctanx

• 反三角函数之间的关系

sin(arcsinx) = x sin(arccosx) =
√
1− x2 sin(arctanx) =

x√
1 + x2

cos(arcsinx) =
√
1− x2 cos(arccosx) = x cos(arctanx) =

1√
1 + x2

tan(arcsinx) =
x√

1− x2
tan(arccosx) =

√
1− x2

x
tan(arctanx) = x

arcsinx+ arccosx =
π

2

arctanx+ arctan
1

x
=

π
2

x > 0

−π
2

x < 0

Remark
这些公式可以借助一个直角三角形来理解（虽然直角三角形的方式只能说明

arccosx ∈
(
0,

π

2

)
时的情况，但事实上，这些结论是对于使等式有意义的所有 x 都成立

的）：

（以 sin(arccosx) =
√
1− x2为例）

√
1− x2

x

1

A

B C

如图所示，设 B = arccosx,那么由勾股定理，可以显然地得到

sin(arccosx) = sinB =
AC

AB
=

√
1− x2

4. 有理分式的极限

对于极限 lim
x→∞

amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0
bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0

:

• m = n时

lim
x→∞

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0
bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0

= lim
x→∞

an +
an−1

x
+ · · ·+ a1

xn−1 + a0
xn

bn +
bn−1

x
+ · · ·+ b1

xn−1 + b0
xn

=
an
bn

• m > n时

同理可得

lim
x→∞

amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0
bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0

= ∞
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• m < n时

同理可得

lim
x→∞

amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0
bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0

= 0

5. 根式之差的极限
对于极限 lim

x→+∞
( m
√
amxm + am−1xm−1 + · · ·+ a1x+ a0− n

√
bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0):

常用做法为

lim
x→+∞

( m
√
xm + am−1xm−1 + · · ·+ a1x+ a0 − n

√
xn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0)

= lim
x→+∞

m

…
1 +

am−1

x
+ · · ·+ a1

xm−1
+
a0
xn

− n

…
1 +

bn−1

x
+ · · ·+ b1

xn−1
+
b0
xn

1

x

= lim
x→+∞

m

…
1 +

am−1

x
+ · · ·+ a1

xm−1
+
a0
xn

− 1

1

x

−
n

…
1 +

bn−1

x
+ · · ·+ b1

xn−1
+
b0
xn

− 1

1

x

等价无穷小
======= lim

x→+∞

1

m

(am−1

x
+ · · ·+ a1

xm−1
+
a0
xn

)
− 1

n

(
bn−1

x
+ · · ·+ b1

xn−1
+
b0
xn

)
1

x

6. 两个重要极限

•
lim
x→0

sinx
x

= 1

•
lim
x→∞

(1 +
1

x
)x = e

Remark
此极限常被用来将幂指函数的极限转化为一般的分式函数的极限。如：

求极限

lim
x→0

(
sin

4

x
+ cos

2

x

)x

lim
x→0

(
sin

4

x
+ cos

2

x

)x

= lim
x→0

(1 + sin
4

x
−
(
1− cos

2

x

)) 1

sin 4
x
−
(
1− cos 2

x

)
x(sin 4

x−(1−cos 2
x))

= lim
x→0

ex(sin
4
x−(1−cos 2

x))

从而转化成求一般的分式函数 x

(
sin

4

x
−
(
1− cos

2

x

))
的极限

7. 常见等价无穷小
x→ 0时：

• sinx ∼ x
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• tanx ∼ x

• 1− cosx ∼ 1

2
x2

• arcsinx ∼ x

• arctanx ∼ x

• loga(1 + x) ∼ 1

ln a
x

• ln(1 + x) ∼ x

• ax − 1 ∼ x ln a

• ex − 1 ∼ x

• (1 + x)α − 1 ∼ αx

Remark
这里 α可以取实数。特别地，比较常用的有

√
1 + x− 1 ∼ 1

2
x.

• tanx− sinx ∼ x3

2

8. 常见函数的导数

• (C)′ = 0

• (xa)
′
= axa−1

• (ax)
′
= ax ln a

• (ex)
′
= ex

• (loga |x|)
′
=

1

x ln a

• (ln |x|)′ = 1

x

• (sinx)′ = cosx

• (cosx)′ = − sinx

• (tanx)′ = sec2 x

• (cotx)′ = − csc2 x

• (secx)′ = secx tanx

• (cscx)′ = − cscx cotx

• (arcsinx)′ =
1√

1− x2

• (arccosx)′ = − 1√
1− x2

• (arctanx)′ =
1

1 + x2

• (arsinhx)′ =
1√

x2 + 1

• (arcoshx)′ =
1√

x2 − 1

• (artanhx)′ =
1

1− x2

9. 常用高阶导数

• (xn)
(k)

= n(n− 1) · · · · · (n− k + 1)xn−k, 0 < k ≤ n
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•
(
1

x

)(k)

= (−1)kk!
1

xk+1

• (ex)
(k)

= ex

• (lnx)(k) = (−1)k−1(k − 1)!
1

xk

• (sinx)(k) = sin(x+
kπ

2
)

• (cosx)(k) = cos(x+
kπ

2
)

10. 常用 Taylor展开

• ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ o (xn)

• sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ (−1)2n

x2n−1

(2n− 1)!
+ o

(
x2n−1

)
• cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ (−1)2n−1 x

2n

(2n)!
+ o

(
x2n
)

• lnx = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ o (xn)

11. 微分中值定理常见构造函数方法

• f(ξ) = ξ,构造 g(x) = f(x)− x

• ξf ′(ξ) + f(ξ) = 0,构造 g(x) = xf(x)

• f(ξ) + f ′(ξ) = 0,构造 g(x) = exf(x)

• f(ξ)− f ′(ξ) = 0,构造 g(x) = e−xf(x)

12. 常用积分公式

•
ˆ
k dx = kx+ C

•
ˆ
xk dx =

1

k + 1
xk+1, k ̸= −1

•
ˆ

1

x
dx = ln |x|+ C

•
ˆ
ax =

ax

ln a
+ C

•
ˆ
ex dx = ex + C

•
ˆ

sinx dx = − cosx+ C

•
ˆ

cosx dx = sinx+ C

•
ˆ

sec2 x dx = tanx+ C

•
ˆ

csc2 x dx = − cotx+ C

•
ˆ

secx tanx dx = secx+ C

•
ˆ

cscx cotx dx = − cscx+ C

•
ˆ

secx dx = ln | secx+ tanx|+ C = − ln
∣∣∣∣1− tan x

2

1 + tan x
2

∣∣∣∣+ C
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•
ˆ

cscx dx = ln | cscx− cotx|+ C = ln
∣∣∣tan x

2

∣∣∣+ C

•
ˆ

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C

•
ˆ

1√
x2 − 1

dx = arcoshx+ C = ln(x+
√
x2 − 1) + C

•
ˆ

1√
x2 + 1

dx = arsinhx+ C = ln(x+
√
x2 + 1) + C

•
ˆ

1

1 + x2
dx = arctanx+ C

13. 不定积分的积分法

• 第一类换元法
设 f(u)具有原函数 F (u),u = φ(x)可微，则ˆ

f(φ(x))φ′(x) dx =

ˆ
f(φ(x)) dφ(x) = F (φ(x)) + C

Remark

对于函数中出现了 ax2 + b 的形式，一般是变成
(…

a

b
x

)2

+ 1 的形式以后，再用 dx =…
b

a
d
…
a

b
x.

• 第二类换元法
设 x = φ(t)是单调、可导的函数，并且 φ′(t) ̸= 0.又设 f(φ(x))φ′(x)有原函数，则有换元

公式 ˆ
f(x) dx =

(ˆ
f(φ(t))φ′(t) dt

)∣∣∣∣
t=φ−1(x)

.

Remark

◦ 题目中的 “单调”，实际上只需要要求 φ(x)是分段单调的即可，即 φ(x)只要存在单调

区间即可。然后分段积分再加起来，结果一样符合。（事实上确实存在没有单调区间

的函数，只需要在有理数和无理数时取不同值即可。）

◦ 在换元时，如果遇到开根号，需要讨论绝对值。

◦ 当分母次数远远大于分子时，可以尝试倒代换：t = 1

x
.此时如果遇到开根号，不需要

讨论绝对值。

◦ 遇到三角函数的多项式的积分时，可以尝试第一类万能公式代换；
遇到三角函数的平方的多项式的积分时，可以尝试第二类万能公式代换。

◦ 三角换元

* x2 + 1型，可以令 x = tan t

* x2 − 1型，可以令 x = sec t

* 1− x2型，可以令 x = sin t

• 分部积分法 ˆ
u dv = uv −

ˆ
v du

Remark
分部积分法有三种应用方法：

◦ 凭空造 x ˆ
f(x) dx = xf(x)−

ˆ
xf ′(x) dx

如：
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ˆ
lnx dx = x lnx−

ˆ
x · 1

x
dx

=x lnx− x+ C

◦ ex分部积分两次.如：

ˆ
ex sinx dx =

ˆ
sinx dex

=ex sinx−
ˆ

cosx dex

=ex sinx− ex cosx−
ˆ
ex sinx dx

故 ˆ
ex sinx dx =

1

2
(ex sinx− ex cosx) + C

◦ 递推公式，如：

设 In =

ˆ
dx

(x2 + a2)n
.则

In =
x

(x2 + a2)n
+ n

ˆ
2x2

(x2 + a2)n+1
dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

ˆ
1

(x2 + a2)n
dx−

ˆ
a2

(x2 + a2)n+1
dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2nIn − 2na2In+1

故

In+1 =
2n− 1

2na2
In +

1

2na2
x

(x2 + a2)n

类似地，还可以得到：

* 若 In =

ˆ
sinn x dx,则 In =

n− 1

n
In−2 − sinn−1 x cosx.

* 若 In =

ˆ
cosn x dx,则 In = −n− 1

n
In−2 + cosn−1 x sinx.

14. 定积分的积分法

• 换元法
设函数 f, g ∈ C[a,b],x = φ(t)满足下列条件：

◦ φ(α) = a, φ(β) = b,且当 t从 α变到 β 时，对应的 x从 a单调地变到 b

◦ φ′ ∈ C[α,β](或 φ′ ∈ C[β,α])

则 ˆ b

a

f(x) dx =

ˆ β

α

f(φ(t))φ′(t) dt.

Remark

◦ 按照积分的定义，d后面的是积分变量，而积分限是积分变量的取值范围。所以，更
严谨的写法为： ˆ b

a

f(x) dx =

ˆ b

a

f(φ(t)) dφ(t) =
ˆ β

α

f(φ(t))φ′(t) dt



by张曙 高等数学中的定义、定理、公式 73

◦ 和不定积分的换元法不一样的是，单调性是需要注意的一个点。如：ˆ 10π

0

f(sinx) dx,我们不能直接令 t = sinx算出
ˆ 1

−1

f(t)√
1− t2

dt.而是应该 [0, 10π]划

分为多个单调区间以后再换元。

◦ 定积分换元之后，上下限也要跟着换。切记。

◦ 通过定积分的换元，我们可以得到：

* 若 f 为奇函数，则
ˆ a

−a
f(x) dx = 0

*
ˆ π

2

0

f(sinx) dx =

ˆ π
2

0

f(cosx) dx.

如果遇到 tan的定积分，不妨可以令 t =
π

4
− x

*
ˆ π

0

xf(sinx) dx =
π

2

ˆ π

0

f(sinx) dx

和上述方法类似的方法可以解决许多有三角函数的定积分题：

求
ˆ π

4

−π
4

sin2 x
1 + e−x

dx.

令 t = −x:
ˆ π

4

−π
4

sin2 x
1 + e−x

dx = −
ˆ −π

4

π
4

sin2 x
1 + ex

dx =

ˆ π
4

−π
4

sin2 x
1 + ex

dx

故

2

ˆ π
4

−π
4

sin2 x
1 + e−x

dx =

ˆ π
4

−π
4

sin2 x
1 + e−x

dx+

ˆ π
4

−π
4

sin2 x
1 + ex

dx =

ˆ π
4

−π
4

sin2 x dx

而 ˆ π
4

−π
4

sin2 x dx =

ˆ π
4

−π
4

1− cos 2x
2

dx =
π

4
− 1

2

故 ˆ π
4

−π
4

sin2 x
1 + e−x

dx =
π

8
− 1

4

在用这类方法的时候，尤其要注意运用 arctanx+ arctan
1

x
=

π

2
(x > 0)这个公式。

• 分部积分 ˆ b

a

u dv = uv|ba −
ˆ b

a

v du

Remark

◦ 由不定积分的分部积分公式，我们可以得到结论：

ˆ π
2

0

sinn x dx =


(n− 1)!!

n!!

π

2
n为偶数

(n− 1)!!

n!!
n为奇数

ˆ π
2

0

cosn x dx =


(n− 1)!!

n!!

π

2
n为偶数

(n− 1)!!

n!!
n为奇数

◦ 遇到两次积分的时候，或者有积不出来的积分的时候，常常要用分部积分。如：
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已知 f(x) =

ˆ x

1

e−t
2

dt,求
ˆ 1

0

f(x) dx.

由题意：
ˆ 1

0

f(x) dx =

ˆ 1

0

ˆ x

1

e−t
2

dt dx

= x

ˆ x

1

e−t
2

dt
∣∣∣∣1
0

−
ˆ 1

0

xe−x
2

dx

=0− 1

2

ˆ 1

0

ex
2

dx2

=
1

2
− e

2

15. 有理函数的积分
对于有理函数 R(x) =

Pn(x)

Qm(x)
,其中 Pn(x),Qm(x)分别是 n次、m次多项式。若 n < m,则称

R(x)为真分式；若 n ≥ m,则称 R(x)为假分式。

对有理函数的积分 R(x) =
pn(x)

qm(x)
，首先先将假分式转化为真分式 R(x) =

Pn(x)

Qm(x)
。

然后将 Q(x)因式分解,得到

Qm(x) = b0(x− a)α . . . (x− b)β(x2 + px+ q)λ . . . (x2 + rx+ s)µ)

其中二次的因式在实数范围内都无法继续因式分解。那么可设

Pn(x)

Qm(x)
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ · · ·+ Aα

(x− a)α
+ · · ·

+
B1

x− b
+

B2

(x− b)2
+ · · ·+ Bβ

(x− b)β
+ · · ·

+
M1x+N1

x2 + px+ q
+

M2x+N2

(x2 + px+ q)2
+ · · ·+ Mλx+Nλ

(x2 + px+ q)λ
+ · · ·

+
R1x+ S1

x2 + rx+ s
+

R2x+ S2

(x2 + px+ q)2
+ · · ·+ Rµx+ Sµ

(x2 + px+ q)µ

然后通分，通过对比系数，得出常数的值。

接着，积分就转化为了
1

(x− a)k
和

Mx+N

(x2 + px+ q)k
的不定积分。

对于前者，直接套用幂函数的不定积分即可。对于后者，可以先通过Mx+N =
M

2
d(x2+px+

q)+N −Mp

2
，变为

1

(x2 + px+ q)k
的积分。而这个可以通过换元法变成

1

(t2 + a)k
的积分。这

个可以通过不定积分的分部积分公式得到递推公式。

16. 常见的积不出来的函数
有的函数的不定积分并没有初等表达式。知道这些积分，可以让我们在考试中遇到这种积分，

不是去求它的值，而是通过其他方法转化表达式。

•
ˆ

sinx
x

dx

•
ˆ
e−x

2

dx

•
ˆ √

1− k sin2 x dx, 0 < k < 1

17. 定积分的应用



by张曙 高等数学中的定义、定理、公式 75

• 求平面曲线的弧长
运用弧微分公式 ds =

»
(dx)2 + (dy)2进行定积分

ˆ q

p

ds =
ˆ b

a

»
(dx)2 + (dy)2.

需要注意的是定积分的上限一定要大于下限。

◦ 直角坐标
直接将 y = f(x)代入即可。得到

s =

ˆ b

a

»
1 + f ′2(x) dx

◦ 参数方程
直接将 x = φ(t), y = ψ(t)代入即可。得到

s =

ˆ b

a

»
φ′2(t) + ψ′2(t) dt

◦ 极坐标
将 x = ρ(θ) cos θ,y = ρ(θ) sin θ代入，化简可得

s =

ˆ β

α

»
ρ2(θ) + ρ′2(θ) dθ

• 求平面图形面积
运用面微分公式 dA = |y| dx(与 x轴围成的面积)进行定积分。

◦ 直角坐标
求两个函数从 a到 b围成的面积：

A =

ˆ b

a

|f(x)− g(x)| dx

特别地，求从 a到 b时 f(x)与 x轴围成的面积：

A =

ˆ b

a

|f(x)| dx

◦ 参数方程
直接将 x = φ(t), y = ψ(t)代入即可。得到

A =

ˆ b

a

ψ(t)φ′(t) dt

. 如果是构成了封闭图形，则需要用 Green公式。

A =

ˆ b

a

y dx−
ˆ d

c

x dy =

ˆ β

α

ψ(t)φ′(t)− φ(t)ψ′(t) dt

◦ 极坐标
运用公式 dA =

1

2
ρ2(θ) dθ,直接代入即可。得到

A =
1

2

ˆ b

a

ρ2(θ) dθ

• 求体积
运用体微分公式

dV = A dx,
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其中 A为在 x处的面积。

常通过用平行的平面去截所求图形，若其得到的平面图形是规则的，则可以以此方向来积

分。旋转体体积：

处理平面图形绕定轴旋转的题目，有两种方式：

◦ 用垂直于定轴的平面去截
这个常用于定轴为平面图形自变量所在直线的题目。如：y = f(x)绕 x轴。或者是在

该轴方向函数无多值。

◦ 用平行于定轴的平面去截
这个常用于定轴为平面图形因变量所在直线的题目。如 y = f(x)绕 x轴。或者是在该

轴方向函数无多值。

这种方法是将已有的平面图形沿平行于旋转轴的方向切成许多小条，在平面图形旋转

的过程中，小条构成了两个圆柱之差，以此来积分。

• 求旋转体面积
以垂直于旋转轴的面去截旋转体，得到的是类圆台。利用弧微分可以求出类圆台的斜高。

Remark
这些都是微元法的应用。值得指出的是，微元法的思想，即“以直代曲”，“以规则代不规则”，

是在等价无穷小的前提下。即在同样的 dx下，两个微元之商的极限为 1.例如求旋转体的面积，
为什么不直接是周长 dy的积分，而是周长 ds的积分呢？这是因为圆台面和圆柱面在它的高 dy
趋于 0的情况下，并非等价无穷小。

18. 一阶微分方程的解法

• 可分离变量的一阶微分方程
形如

dy
dx

= f(x)g(y)

的方程称为可分离变量的一阶微分方程。将其移项为

dy
g(y)

= f(x) dx

后不定积分即可。

Remark

◦ 当遇到
ˆ

dy
y
或
ˆ

dx
x
时，不需要加绝对值符号。

◦ 如果化简得到 f(y) dy = f(x) dx, 不能直接得出 x = y. 原因是积分出来的是 F (y) =

F (x) + C.如：

解微分方程 y′ secy t tanx+ secx tan y = 0

化简，得：

sec2 cot y dy = − secx cotx dx

即

csc 2y dy = − csc 2x dx

故 ˆ
csc 2y dy =

ˆ
− csc 2x dx

故

ln | tan y| = − ln | tanx|+ C
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所以

tanx tan y = C

• 一阶线性微分方程
形如

dy
dx

+ P (x)y = Q(x)

的方程称为一阶线性微分方程。它的解为

y = e−
´
P (x) dx

(ˆ
Q(x)e

´
P (x) dx dx+ C

)

其中 −
ˆ
P (x) dx,

ˆ
Q(x)e

´
P (x) dx dx均指不定积分中的一个原函数。

Remark
如果是在指数上的不定积分，即

ˆ
P (x) dx 和 −

ˆ
P (x) dx, 那么遇到一次分式积分时都

不需要加绝对值符号。

• 齐次型微分方程
当 t ̸= 0时，若 f(tx, ty) = f(x, y),则称

dy
dx

= f(x, y)为齐次型微分方程。

解此方程可令 u =
y

x
,那么 y′ = xu′ + u.

Remark
有下面两种题型，可以用类似的方法做：

求
dy
dx

= 2

(
y + 2

x+ y − 1

)2

的通解。

设 x = v + v0,y = u+ u0.
那么 y + 2 = u+ u0 + 2,x+ y − 1 = u+ v + u0 + v0 − 1.令u0 + 2 = 0

u0 + v0 − 1 = 0

得 v0 = 3, u0 = −2.
那么 v = x− 3, u = y + 2.那么 dv = dx, du = dy.故

du
dv

= 2

(
u

u+ v

)2

所以
du
dv

= 2

( u
v

u
v
+ 1

)2

令 w =
u

v
,则

du
dv

= vw′ + w.

故 vw′ + w = 2

(
w

w + 1

)2

.

整理，得 (
2

w2 + 1
+

1

w

)
dw =

dv
v

故

2 arctanw + lnw = ln v + C
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整理，得

Ce−2 arctan y+2
x−3 = y + 2

求
dy
dx

=
−x− y

3x+ 3y − 4
的通解。

令 t = x+ y,那么
dy
dx

=
dt
dx

− 1,

t′ − 1 = − t

3t− 4

整理，得
3t− 4

2t− 4
dt = dx

故
3

2
t+ ln(t− 2) = x+ C

整理，得

x+ y − 2 = Ce−
1
2x−

3
2y

• Bernoulli方程
形如

dy
dx

+ P (x)y = Q(x)yk(k ̸= 0, 1)

的方程称为 Bernoulli方程。
解此方程可令 z = y1−k.

19. 高阶微分方程的解法

• y(n) = f(x)型

一阶一阶往回积。通解有 n个常数 Ci.

• y′′ = f(x, y′)型

令 z = y′,方程即为 z′ = f(x, z).

• y′′ = f(y, y′)型

令 z =
dy
dx

,则

y′′ =
dz
dx

= z
dz
dy

故可以转化为 z
dz
dy

= f(y, z).解出 z和 y的关系，再解另一个微分方程。如：

求方程 y′′ +
2

1− y
(y′)2 = 0的通解

令 z = y′,则 y′′ = z
dz
dy

故

z
dz
dy

+
2

1− y
z2 = 0

即
dz
z

=
2 dy
y − 1

故

ln z = 2 ln(y − 1) + C1
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即

y′ = C1(y − 1)2

故
dy

(y − 1)2
= C1 dx

所以
1

1− y
= C1x+ C2.

• 高阶常系数线性微分方程
对于微分方程

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = f(x)

它对应的齐次微分方程的特征方程为 anr
n + an−1r

n−1 + · · ·+ a1r + a0 = 0.
对于单根 ri,其在通解中对应的项为 Cerix.
对于 k重实根 rj ,其在通解中对应的项为 (C0 + C1x+ · · ·+ Ckx

k)erjx.
对于 k重共轭复根αi+iβi,其在通解中对应的项为 (C0+C1x+· · ·+Ckxk)eαix(Ck+1 cos(βix)+
Ck+2 sin(βix)).
对于非齐次的微分方程，其特解的形式类似于二阶情况。

• Euler方程
对于微分方程

anx
ny(n) + an−1x

n−1y(n−1) + · · ·+ a1xy
′ + a0y = f(x),

令 t = lnx.那么注意到复合函数的求导法则，可以得到关于 y(t)的一个 n阶常系数线性

微分方程。

Remark

◦ 如果 t = lnx,由复合函数的求导法则可知，

dny
dxn

=
1

xn

(
An,n

dny
dtn

+An,n−1
dn−1y

dtn−1
+ · · ·+An,1

dy
dt

)
其中，An,i满足 An+1,i = −nAn,i +An,i−1, An,n = 1, An,1 = −nAn,i.

◦ 严格来说应该令 t = ln |x|,但在此处只需 t = lnx即可。

20. 二阶线性微分方程的解法

• 常系数二阶线性齐次微分方程
对于微分方程 ay′′ + by′ + cy = 0,其对应的特征方程为

ar2 + br + c = 0

◦ 若特征方程有两个不等的实数解 r1, r2,则该微分方程的通解为
y = C1e

r1x + C2e
r2x.

◦ 若特征方程有重根 r1 = r2 = r,则该微分方程的通解为 y = (C1 + C2x)e
rx.

◦ 若特征方程有一对共轭复根 r = α± βi,则该微分方程的通解为
y = eαx(C1 cos(βx) + C2 sin(βx)).

• 常系数二阶线性非齐次微分方程
对于微分方程

ay′′ + by′ + cy = f(x)
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首先，有定理：

若 y1, y2分别是方程 ay′′ + by′ + cy = f1(x), ay
′′ + by′ + cy = f2(x)的解，则 y1 + y2是方

程 ay′′ + by′ + cy = f1(x) + f2(x)的解。

由此定理可以将复杂的非齐次项转化为我们已知的非齐次项。

其次，有定理：

若 y = ȳ是方程 ay′′ + by′ + c = 0的通解，y∗ 是方程 ay′′ + by′ + cy = f(x)的一个特解，

则方程 ay′′ + by′ + cy = f(x)的通解为 y = ȳ + y∗.
由此定理，我们只需要求出一个特解即可。下面介绍求特解的方式：

◦ 对于 f(x) = Pm(x)e
αx.其中 Pm是关于 x的m次多项式。

特解 y∗ 具有形式 y∗ = xkQm(x)e
αx.其中，k 按 α 是其对应的特征方程的非特征根、

单特征根或二重特征根，依次取 0, 1, 2.而 Qm中的每一项的系数需对比系数得出。

◦ 对于 f(x) = eαx(Pm(x) cosβx + Pn(x) sinβx).其中 Pm, Pn 分别是关于 x的 m次、n

次多项式。

特解 y∗ 具有形式 y∗ = xkeαx(Rl(x) cosβx + Ql(x) sinβx).其中 Rl, Ql 分别关于 x的

l次多项式。且 l = max{m,n}.k按 α+ βi(或 α− βi)不是特征根或是特征根分别取 0

或 1.而 Rl, Ql 中的每一项的系数需对比系数得出。

对于一般的 f(x),我们有常数变易法：
设方程 ay′′ + by′ + cy = f(x)对应的齐次微分方程的通解为 ȳ = C1y1 +C2y2.那么原方程
的特解具有形式 y∗ = C1(x)y1 + C2(x)y2.其中 C1, C2满足：

C ′
1(x)y1 + C ′

2(x)y2 = 0

C ′
1(x)y

′
1 + C ′

2(x)y
′
2 = 0

Remark
特别地，对于 ay′′ + by′ + c = eαx 型，可设其特解为 y∗ = A0x

keαx.其中，k按 α是其对

应的特征方程的非特征根、单特征根或二重特征根，依次取 0, 1, 2.
对于 ay′′+by′+c = Pm(x)型，可设其特解为 y∗ = xk(Amx

m+Am−1x
m−1+· · ·+A1x+A0).

其中，k按 0是其对应的特征方程的非特征根、单特征根或二重特征根，依次取 0, 1, 2.
对于 ay′′+ by′+ c = Pm(x) cosβx+Pn(x) sinβx型，可设其特解为 y∗ = xk(Rl(x) cosβx+
Ql(x) sinβx).其中，k按 βi是其对应的特征方程的非特征根或特征根，依次取
0或 1.

21. 二重积分的计算方法

• 直角坐标系
dσ = dx dy
对于积分

¨

D

f(x, y) dσ,若D中 x的取值范围是 a ≤ x ≤ b,且在D中任作直线 x = x0,交

D的边界依次为 φ1(x0), φ2(x0),则

¨

D

f(x, y) dσ =

ˆ b

a

[ˆ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y) dy

]
dx

同样地，可以进行先 y后 x的累次积分。

Remark

◦ 当积分区域 D 比较复杂的时候，我们可以利用积分对区域的可加性，将 D 划分为几

个比较简单的区域再积分。
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◦ 由于既可以先 x后 y也可以先 y后 x进行累次积分，故累次积分中交换积分次序可以

处理一些积不出来的积分：

求
ˆ 1

0

dy
ˆ 1

y

sinx2 dx

交换积分次序：
ˆ 1

0

dy
ˆ 1

y

sinx2 dx =

ˆ 1

0

dx
ˆ x

0

sinx2 dy

=

ˆ 1

0

sinx2 dx
ˆ x

0

dy

=

ˆ 1

0

x sinx2 dx

=
1

2

ˆ 1

0

sinx2 dx2

=
1− cos 1

2

• 极坐标系
dσ = r dr dθ

Remark

◦ 用极坐标系计算二重积分时，要么是积分区域由极坐标系表示较简单，要么是被积函
数由极坐标表示较简单。

◦ 尽管极坐标中 θ ∈ [0, 2π),但事实上只需要有一个完整的长度为 2π的区间都可以作为

其取值范围。这个可以用来求积分区域为 ρ = a cos θ型积分，只需将 θ的范围固定在

[−π

2
,
π

2
]即可。

22. 二重积分的换元法
设函数 f 在有界闭区域 D 上连续，又函数 x = φ(u, v), y = ψ(u, v) 有一阶连续偏导数，且

Jacobi行列式 J(u, v) =
∂(x, y)

∂(u, v)
̸= 0,则

¨

D

f(x, y) dx dy =

¨

D

f(φ(u, v), ψ(u, v))|J(u, v)| du dv

23. 二重积分的对称性

• 若 f(x, y)关于 x是奇函数，且 D关于 y轴对称；

或 f(x, y)关于 y是奇函数，且 D关于 x轴对称。则
¨

D

f(x, y) dx dy = 0

• 若 f(x, y)关于 x是偶函数，且 D关于 y轴对称；

或 f(x, y)关于 y是偶函数，且 D关于 x轴对称。则
¨

D

f(x, y) dx dy = 2

¨

D1

f(x, y) dx dy

其中 D1为一半区域。
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• 若积分区域 D关于 y = x对称，则¨

D

f(x, y) dx dy =

¨

D

f(y, x) dx dy

Remark

常见应用为
¨

D

f(x, y) dx dy =
1

2

¨
D

f(x, y) dx dy +
¨

D

f(y, x) dx dy

.

这一技巧可以简化许多运算。如：

设 f ∈ C[a,b],且 f(x) > 0, x ∈ [a, b],求证：
ˆ b

a

f(x) dx
ˆ b

a

1

f(x)
dx ≥ (b− a)2

由题意可得
ˆ b

a

f(x) dx
ˆ b

a

1

f(x)
dx

=

ˆ b

a

f(x) dx
ˆ b

a

1

f(y)
dy

=

¨

D

f(x)

f(y)
dx dy

其中 D : [a, b]× [a, b]

故 D关于 y = x对称。

故
¨

D

f(x)

f(y)
dx dy

=
1

2

¨
D

f(x)

f(y)
dx dy +

¨

D

f(y)

f(x)
dx dy


=
1

2

¨

D

(
f(x)

f(y)
+
f(y)

f(x)

)
dx dy

≥1

2

¨

D

2 dx dy

=(b− a)2

24. 三重积分的计算方法

• 直角坐标系

◦ 细棒法（先一后二）
˚

Ω

f(x, y, z) dx dy dz =
¨

D

dx dy
ˆ z2(x,y)

z1(x,y)

f(x, y, z) dz

其中 D是 Ω在 xOy平面上的投影。（即最大的区域）

◦ 切片法（先二后一）
˚

Ω

f(x, y, z) dx dy dz =
ˆ d

c

dz
¨

Dz

f(x, y, z) dx dy



by张曙 高等数学中的定义、定理、公式 83

其中 [c, d]是 Ω在 z轴上的投影。（即最长的线段）

• 柱坐标系
dΩ = ρ dρ dφ dz

• 球坐标系
dΩ = r2 sin θ dr dθ dφ

25. 三重积分的换元法
设函数 f 在有界闭区域D上连续，又函数 x = φ(u, v, w), y = ψ(u, v, w), z = χ(u, v, w)有一阶

连续偏导数，且 Jacobi行列式 J(u, v, w) =
∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
̸= 0,则

˚

Ω

f(x, y, z) dx dy dz =
˚

Ω

f(φ(u, v, w), ψ(u, v, w), χ(u, v, w))|J(u, v, w)| du dv dw

26. 三重积分的对称性

• 若 f(x, y, z)关于 x是奇函数，且 Ω关于 yOz平面对称；

或 f(x, y, z)关于 y是奇函数，且 Ω关于 xOz平面对称；

或 f(x, y, z)关于 z是奇函数，且 Ω关于 xOy平面对称。则
˚

Ω

f(x, y, z) dx dy dz = 0

Remark

◦ 这一方法可以用来化简。
有一个常用结论为：

若积分区域 Ω至少关于 xOy, yOz, zOx三个平面中的两个是对称的，则˚

Ω

(x+ y + z)2 dx dy dz =
˚

Ω

x2 + y2 + z2 dx dy dz

这一方法可以将一些难求的三重积分化为球坐标的三重积分。

◦ 若 f(x, y, z)关于 x是偶函数，且 Ω关于 yOz平面对称；

或 f(x, y, z)关于 y是偶函数，且 Ω关于 xOz平面对称；

或 f(x, y, z)关于 z是偶函数，且 Ω关于 xOy平面对称。则
˚

Ω

f(x, y, z) dx dy dz = 2

˚

Ω1

f(x, y, z) dx dy dz

其中 Ω1为一半区域。

◦ 若积分区域 Ω关于 x = y对称，则˚

Ω

f(x, y, z) dx dy dz =
˚

Ω

f(y, x, z) dx dy dz

若积分区域 Ω关于 y = z对称，则˚

Ω

f(x, y, z) dx dy dz =
˚

Ω

f(x, z, y) dx dy dz

若积分区域 Ω关于 z = x对称，则˚

Ω

f(x, y, z) dx dy dz =
˚

Ω

f(z, y, x) dx dy dz
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Remark
常见推论为，若 Ω关于 x = y对称，则

˚

Ω

f(x, z) dx dy dz =
˚

Ω

f(y, z) dx dy dz

这一方法有一常用结论：

若 Ω关于 x = y, y = z, z = x三者均对称，则
˚

Ω

(x+ y + z)2 dx dy dz =
˚

Ω

3x2 + 6xy dx dy dz

◦ 由于球坐标中，x, y和 z的换算公式不一样，因此可以通过对称性简化计算。如：

设 Ω = {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 ≤ 1},求三重积分
˚

Ω

e|x| dv.

由于积分区域的对称性
˚

Ω

e|x| dv

=

˚

Ω

e|z| dv

=8

˚

Ω1

e|z| dv

其中 Ω1 = {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}.
因此

˚

Ω

e|x| dv

=8

˚

Ω1

e|z| dv

=8

ˆ 1

0

dr
ˆ π

2

0

dφ
ˆ π

2

0

er cos θr2 sin θ dθ

=4π

ˆ 1

0

r(er − 1) dr

=2π

27. 第一型曲线积分的计算方法
ds =

»
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2

• 直角坐标系
对于曲线 L : y = f(x), a ≤ x ≤ b

ˆ
L

f(x, y) ds =
ˆ b

a

f(x, f(x))
»
1 + (f ′(x))2 dx

Remark
需要注意，积分上限一定要大于等于积分下限。
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• 参数方程

对于曲线 L :

x = x(t)

y = y(t)
, α ≤ t ≤ β

ˆ
L

f(x, y) ds =
ˆ β

α

f(x(t), y(t))
»

(x′(t))2 + (y′(t))2 dt

• 极坐标系
对于曲线 L : ρ = r(θ), α ≤ θ ≤ β

ˆ
L

f(x, y) ds =
ˆ β

α

f(r(θ) cos θ, r(θ) sin θ)
»
(r(θ))2 + (r′(θ))2 dθ

28. 第一型曲线积分的对称性

• 若 f(x, y)关于 x是奇函数，且 L关于 y轴对称；

或 f(x, y)关于 y是奇函数，且 L关于 x轴对称。则
ˆ
L

f(x, y) ds = 0

• 若 f(x, y)关于 x是偶函数，且 L关于 y轴对称；

或 f(x, y)关于 y是偶函数，且 L关于 x轴对称。则
ˆ
L

f(x, y) ds = 2

ˆ
L1

f(x, y) ds

其中 L1为一半曲线。

• 若 L关于 y = x对称，则 ˆ
L

f(x, y) ds =
ˆ
L

f(y, x) ds

29. 第一型曲线积分的几何意义ˆ
L

f(x, y) ds表示以 L为准线，z = f(x, y)为高的柱体的侧面积

30. 第一型曲面积分的计算方法
dS =

»
1 + z2x + z2y dx dy

设 Dxy 为 Σ在 xOy平面上的投影，则
¨

Σ

f(x, y, z) dS =

¨

Dxy

f(x, y, z(x, y))
»

1 + z2x + z2y dx dy

Remark
如果给出的 Σ的形式是 F (x, y, z) = 0,则应该用隐函数求导。

31. 第一型曲面积分的对称性

• 若 f(x, y, z)关于 x是奇函数，且 Σ关于 yOz平面对称；

或 f(x, y, z)关于 y是奇函数，且 Σ关于 xOz平面对称；

或 f(x, y, z)关于 z是奇函数，且 Σ关于 xOy平面对称。则
¨

Σ

f(x, y, z) dA = 0
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• 若 f(x, y, z)关于 x是偶函数，且 Σ关于 yOz平面对称；

或 f(x, y, z)关于 y是偶函数，且 Σ关于 xOz平面对称；

或 f(x, y, z)关于 z是偶函数，且 Σ关于 xOy平面对称。则
¨

Σ

f(x, y, z) dA = 2

¨

Σ1

f(x, y, z) dA

其中 Σ1为一半区域。

• 若积分区域 Σ关于 x = y对称，则
¨

Σ

f(x, y, z) dA =

¨

Σ

f(y, x, z) dA

若积分区域 Σ关于 y = z对称，则
¨

Σ

f(x, y, z) dA =

¨

Σ

f(x, z, y) dA

若积分区域 Σ关于 z = x对称，则
¨

Σ

f(x, y, z) dA =

¨

Σ

f(z, y, x) dA

Remark
此条性质可以解决一些椭球面与球面的问题。如：

求
¨

Σ

(ax2 + by2 + cz2) dA.其中 Σ为球面 x2 + y2 + z2 = 1.

由第一型曲面积分的对称性可知
¨

Σ

(ax2 + by2 + cz2) dA

=

¨

Σ

(ay2 + bz2 + cx2) dA

=

¨

Σ

(az2 + bx2 + cy2) dA

=
1

3

¨
Σ

(ax2 + by2 + cz2) dA+

¨

Σ

(ay2 + bz2 + cx2) dA+

¨

Σ

(az2 + bx2 + cy2) dA


=
a+ b+ c

3

¨
Σ

x2 + y2 + z2 dA


=
a+ b+ c

3

¨
Σ

dA


=
a+ b+ c

3
|Σ|

=
4π

3
(a+ b+ c)

32. 数量函数积分的应用
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• 质心
设 Ω为一可度量的几何形体，它在点M 处的密度 µ = µ(M) ∈ CΩ.
则其质量为

m =

ˆ
Ω

µ(M) dΩ

其质心为

x̄ =

ˆ
Ω

xµ(M) dΩ

m

ȳ =

ˆ
Ω

yµ(M) dΩ

m

z̄ =

ˆ
Ω

zµ(M) dΩ

m

• 转动惯量
设 Ω为一可度量的几何形体，它在点M 处的密度 µ = µ(M) ∈ CΩ.
则其对某个转动轴的转动惯量为

ˆ
Ω

(ρ(M))2µ(M) dΩ

其中 ρ(M)表示点M 到转动轴的距离。

特别地，

其对 x轴转动惯量为

Ix =

ˆ
Ω

(y2 + z2)µ(M) dΩ

其对 y轴转动惯量为

Iy =

ˆ
Ω

(x2 + z2)µ(M) dΩ

其对 z轴转动惯量为

Iz =

ˆ
Ω

(x2 + y2)µ(M) dΩ

Remark
这里的数量函数积分，要依据所求物体的形状来确定：

• 所求物体是数轴上的一条线段，用定积分；

• 所求物体是一条曲线，用第一型曲线积分；

• 所求物体是一块平面区域，用二重积分；

• 所求物体是一块曲面，用第一型曲面积分；

• 所求物体是一个三维实心物体，用三重积分。

33. 第二型曲线积分的计算方法
设有向光滑曲线弧 L的参数方程为

x = x(t), y = y(t), z = z(t)

当参数 t单调地由 α变到 β 时，点M(x, y, z)由 L起点 A沿 L运动到终点 B.向量函数

#»
F (M) = {P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)}
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在 L上连续，则
ˆ
L

#»
F (M)·d #»s =

ˆ β

α

(P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) +R(x(t), y(t), z(t))z′(t)) dt

特别地，如果给出的是平面上的曲线 L : y = f(x),则看作参数方程 x = x, y = f(x),代入后即
为 ˆ

L

#»
F (M) · d #»s =

ˆ x2

x1

F (x, f(x))(1 + f ′(x)) dx

Remark
如果给出的参数方程不是单调地变化，则有两种方法：

• 根据第二型曲线积分对积分曲线的可加性，将其分成若干个单调变化的曲线段，积分后再
相加。

求
ˆ
C

xy dx,其中 C : y2 = x上从 A(1,−1)到 B(1, 1)的一段弧。

ˆ
C

xy dx =

ˆ
C1

xy dx+

ˆ
C2

xy dx

其中 C1 : y
2 = x上从 (1,−1)到 (0, 0)的一段弧

C2 : y
2 = x上从 (0, 0)到 (1, 1)的一段弧。

故 ˆ
C

xy dx =

ˆ 0

1

x · (−
√
x) dx+

ˆ 1

0

x
√
x dx =

4

5

• 对于平面曲线而言，利用 dy = f ′(x) dx也可以换另一个单调变化的积分变量。

求
ˆ
C

xy dx,其中 C : y2 = x上从 A(1,−1)到 B(1, 1)的一段弧。

ˆ
C

xy dx =

ˆ
C

xy · 2y dy =

ˆ 1

−1

2y4 dy =
4

5

34. 第二型曲线积分的应用

•
ˆ
L

#»
F (M) d #»s 表示变力

#»
F 沿曲线 L指定方向移动所做的功。

•
˛
L

#»
F (M) d #»s 表示向量场

#»
F 沿闭曲线 L的环量。

35. 第二型曲面积分的计算方法
设函数 R(x, y, z)在有向光滑曲面 Σ : z = z(x, y), (x, y) ∈ Dxy 上连续（其中 Dxy 为 Σ在 xOy

平面上的投影区域），则有

• 若 Σ取的侧满足其法向量与 z轴正向的夹角为锐角，则
¨

Σ

R(x, y, z) dx ∧ dy =

¨

Dxy

R(x, y, z(x, y)) dx dy

• 若 Σ取的侧满足其法向量与 z轴正向的夹角为钝角，则
¨

Σ

R(x, y, z) dx ∧ dy = −
¨

Dxy

R(x, y, z(x, y)) dx dy
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36. 第二型曲面积分的对称性

• 若
#»
F (x, y, z)关于 x是偶函数，且 Σ关于 yOz平面对称；

或
#»
F (x, y, z)关于 y是偶函数，且 Σ关于 xOz平面对称；

或
#»
F (x, y, z)关于 z是偶函数，且 Σ关于 xOy平面对称。则

¨

Σ

#»
F (x, y, z) · d #»

A = 0

• 若
#»
F (x, y, z)关于 x是奇函数，且 Σ关于 yOz平面对称；

或
#»
F (x, y, z)关于 y是奇函数，且 Σ关于 xOz平面对称；

或
#»
F (x, y, z)关于 z是奇函数，且 Σ关于 xOy平面对称。则

¨

Σ

#»
F (x, y, z) · d #»

A = 2

¨

Σ1

#»
F (x, y, z) · d #»

A

其中 Σ1为一半区域。

Remark

◦ 特别要注意的是第二型曲面积分的对称性定理与其他的积分不一样。它是奇函数为 2
倍，偶函数为 0.

◦ 这里要求曲面的侧是一致的，如不能在 xOy平面上方取由外部向内部，下方取由内部

向外部。

37. 第二型曲面积分的换元法
设 Σ的方程为 z = z(x, y).则

dx ∧ dy = −zx dy ∧ dz = −zy dz ∧ dx

若给出的 Σ的方程为 F (x, y, z) = 0,则只需要将 zx = −Fx
Fz
, zy = −Fy

Fz
代入即可。

38. 第二型曲面积分的应用¨

Σ

#»
F (M) · d #»

A表示在点M 处流速为
#»
F 的流体沿指定侧通过曲面 Σ时单位时间内的流量。

39. 复变函数积分的方法

• 设 f(z) = u+ iv,则
ˆ
L

f(z) dz =
ˆ
L

(u+ iv) d(x+ iy) =
ˆ
L

u dx− v dy + i
ˆ
L

v dx+ u dy

• 设 f(z) = reiφ,则
ˆ
L

f(z) dz =
ˆ
L

(reiφ) d(ρeiθ) =
ˆ
L

rei(φ+θ) dρ+ irρei(φ+θ) dθ

• 若 F ′(z) = f(z),则 ˆ z

z0

f(z) dz = F (z)− F (z0)

40. 复变函数中的初等函数

• 指数函数
w = ez = ex(cos y + i sin y)

满足性质
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◦ |ez| = ex,Arg ez = y + 2kπ, k ∈ Z

◦ ez1ez2 = ez1+z2 ,
ez1

ez2
= ez1−z2

◦ ez+2kπi = ez, k ∈ Z

◦ 处处解析，且 (ez)′ = ez

• 对数函数
w = Ln z = ln |z|+ iArg z = ln |z|+ i(Arg z + 2kπ), k ∈ Z

Ln z 有无穷多个值. 对于每一个 k, 确定一个单值分支，记为 (Ln z)k. 记 ln z = (Ln z)0 为
Ln z的主值。
满足性质

◦ Ln (z1z2) = Ln z1 + Ln z2
◦ Ln

z1
z2

= Ln z1 − Ln z2

◦ Ln zz21 = z2Ln z1 + 2kπi, k ∈ Z

◦ Ln z除原点与负实轴外连续

◦ Ln z除原点与负实轴外解析，且 (Ln z)′ =
1

z
◦ Ln z的各分支在除原点与负实轴外的其他点处解析，且与 ln z有相同的导数值。

• 幂函数
w = zα = eαLn z

对于不是整数的 α,zα有多个值.记 eα ln z 为 zα的主值。

满足性质

◦ 若 α > 0,则 zα在复平面上解析

◦ 若 zα在绝大多数情况下，在负实轴和原点处不解析

◦ 对于解析区域，(zα)′ = αzα−1

• 三角函数

sin z =
eiz − e−iz

2i
, cos z =

eiz + e−iz

2

满足性质

◦ sin z和 cos z以 2π为周期

◦ sin z和 cos z在复平面上处处解析，且 (sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z

Remark
在实数范围内成立的关于三角函数的等式一般在复数范围内都成立；在实数范围内成立的

关于三角函数的不等式一般在复数范围内都不成立。

41. 常见级数

• 调和级数
∞∑
n=1

1

n

属于发散级数。

• 几何级数（等比级数）
∞∑
n=0

aqn

其中 a, q ∈ C, a ̸= 0.
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◦ 当 |q| < 1时，级数收敛于
a

1− q

◦ 当 |q| ≥ 1时，级数发散

Remark

注意到 q为复数。即可以判断如
∞∑
n=1

(
3 + 4i
5

)n
是发散级数

• p级数
∞∑
n=1

1

np

其中 p ∈ R

◦ 当 p > 1时，级数收敛

◦ 当 p ≤ 1时，级数发散

42. Γ函数

Γ(x) =


ˆ +∞

0

e−ttx−1 dt x > 0

Γ(x+ 1)

x
x < 0, x /∈ Z

Γ的性质：

• 对任意定义域内的 x,Γ(x+ 1) = xΓ(x)

• ∀n ∈ N+,Γ(n+ 1) = n!

• Γ(
1

2
) =

√
π

Remark
如果题目遇到求

ˆ +∞

0

e−attb dt时，往往通过换元法转化为 Γ函数。如：

求
ˆ +∞

0

x
1
2 e−ax dx(a > 0).

ˆ +∞

0

x
1
2 e−ax dx

t=ax
=====

1

a

ˆ +∞

0

(
1

a
t)

1
2 e−t dt

=a−
3
2

ˆ +∞

0

t
1
2 e−t dt

=a−
3
2Γ(

3

2
)

=a−
3
2
1

2
Γ(

1

2
)

=
1

2
a−

3
2

√
π

43. 求幂级数的和函数的方法

• 逐项求导

求
∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
的和函数。
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记 S(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
,则

S′(x) =
∞∑
n=0

(−1)nxn

=
1

1 + x

故 S(x)− S(0) = ln(1 + x).而 S(0) =
∞∑
n=0

(−1)n
0

n+ 1
= 0,故

S(x) = ln(1 + x)

由 | − x| < 1,得收敛区间为 (−1, 1).

当 x = 1时，
∞∑
n=0

(−1)n
1

n+ 1
收敛；

当 x = −1时，
∞∑
n=0

(−1)n
(−1)n+1

n+ 1
发散。

故收敛域为 (−1, 1].

• 逐项积分

求
∞∑
n=0

(2n+ 1)x2n+1的和函数。

∞∑
n=0

(2n+ 2)x2n

=
∞∑
n=0

(2n+ 1)x2n+1 +
∞∑
n=0

x2n

=
∞∑
n=0

(
x2n+1

)′
+

1

1− x2

=

(
∞∑
n=0

x2n+1

)′

+
1

1− x2

=

(
x

1− x2

)′

+
1

1− x2

=
1 + x2

(1− x2)2
+

1

1− x2

=
2

(1− x2)2

由 |x2| < 1,得收敛区间为 (−1, 1).

当 x = 1时，
∞∑
n=0

(2n+ 1)发散;

当 x = −1时，
∞∑
n=0

(2n+ 1)(−1)2n+1发散。

故收敛域为 (−1, 1).

44. 将函数展开成幂级数的方法

• 直接展开法
直接计算 f 的 Taylor系数，得到它的 Taylor级数，并求出收敛半径和证明 lim

n→∞
Rn(x) = 0
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• 间接展开法
根据函数展开为幂级数的唯一性，从某些已知的函数展开式，利用函数的四则运算，逐项

求导、逐项求积分及变量代换等，求得所给函数的 Taylor级数。
Remark
常用技巧：对于函数

1

a+ bx
,将其变形为

1

a+ bx0
· 1

1 + b
a+bx0

(x− x0)
,将其转化为一个公

比为 − b

a+ bx0
(x− x0)的等比级数。

45. 将函数展开成双边无穷级数的方法
一般均用间接展开法。

求 f(z) =
1

z(z − i)2
在圆环域 0 < |z| < 1内的双边无穷级数.

f(z) =
1

z(z − i)2
=

−1

z

(
1

z − i

)′

=
−1

z

(
i

1− z
i

)′

=
−i
z

(
∞∑
n=0

(z
i

)n)′

=

∞∑
n=−2

−i−n−1(n+ 2)zn

Remark
如果遇到要求在 k < |z − z0| < +∞时展开 1

(z − z0)(az + b)
时，由于等比级数要求公比小于

1，所以不能直接做，需要变形：

1

(z − z0)(az + b)
=

1

z − z0
· 1

a(z − z0) + az0 − b
=

1

az0 − b

1

z − z0

1

1 + a
az0−b(z − z0)

从而将
1

1 + a
az0−b(z − z0)

展开为等比级数。此时公比
∣∣∣∣− a

az0 − b
(z − z0)

∣∣∣∣ < 1.

46. 用留数计算定积分的方法

• 形如
ˆ 2π

0

R(cosx, sinx) dx的积分，其中 R(u, v)是关于 u, v的有理函数。

ˆ 2π

0

R(cosx, sinx) dx =

˛
|z|=1

R

(
z2 + 1

2z
,
z2 − 1

2iz

)
1

iz
dz

• 有理函数在 (−∞,+∞)上的积分

若 R(x) =
Pm(x)

Qn(x)
,且

(a) n−m ≥ 2

(b) R(z)在实轴无零点

则 ˆ +∞

−∞
R(x) dx = 2πi

∑
Res [R(z), zk]

其中 zk 为 R(z)在上半平面内的所有奇点。

• 形如
ˆ +∞

−∞
R(x)eiax dx(a > 0)的积分，其中 R(x) =

Pm(x)

Qn(x)
,且

(a) n−m ≥ 1
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(b) R(z)在实轴无零点

则 ˆ +∞

−∞
R(x)eiax dx = 2πi

∑
Res

[
R(z)eiaz, zk

]
其中 zk 为 R(z)在上半平面内的所有奇点。

Remark
ˆ +∞

−∞
R(x) cos ax dx = Re

[ˆ +∞

−∞
R(x)eiax dx

]
,

ˆ +∞

−∞
R(x) sin ax dx = Im

[ˆ +∞

−∞
R(x)eiax dx

]
47. 函数延拓展开成 Fourier级数的方法
已知 y = f(x), x ∈ [0, l],求其周期为 2l的 Fourier级数

• 偶延拓
令

F (x) =

f(x) x ∈ [0, l]

f(−x) x ∈ [−l, 0)

将 F (x)在 [−l, l]上 Fourier展开即可。其中

an =
2

l

ˆ l

0

f(x) cos
nπ

l
x dx

bn = 0

• 奇延拓
令

F (x) =


f(x) x ∈ (0, l]

0 x = 0

−f(−x) x ∈ [−l, 0)

将 F (x)在 [−l, l]上 Fourier展开即可。其中

an = 0

bn =
2

l

ˆ l

0

f(x) sin
nπ

l
x dx
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